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Préliminaire: Valeur de l’'intégrale de Gauss

1 1 (=m)?
Soit m un réel. Posons 0 = — et Vo € R, ¢, () = B

e 202
\/i Vamo

W est une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi normale de parameétres m et o2.

+o0 Foo
Ainsi m(x) dz existe et vaut 1. Par conséquent, / (\/ 210 Y, (m)) dx existe et vaut V27 o.
— 0 —o0

_ (m77n)2

Notons alors que:Vz € R, V210 ¢, (x) =€~ 22 = e~ @M ot oo = V.

+oo
Donc / e~ (== dz existe et vaut NS

—00

+oo
Pour tout réel m, / e~(@=m)* 4z existe et vaut V.
— 00

Partie I: Un produit scalaire sur E.

1. Soient a et 8 deux réels quelconques! a? + 32 —2a 3 = (a — 3)? > 0, donc o + 5% > 2a .

1
En divisant par 2 il vient a5 < 3 (a2 + 52).

1
Si « et 5 sont deux réels (positifs ou nuls): a8 < = <a2 + ﬁz).

[\]

Dans toute la suite w est 'application de R dans R définie par:Vz € R, w(z) = e (c’est dans II...)

2. u, v et w sont continues sur R donc le produit u v w est continue sur R.
De plus la question précédente donne :
1 1
Vo €R, 0< Ju@)v(@)| = [u(@)] p@)] < 5 (Ju@)?+ @) = 5 (@@)? + 0)?).

En remarquant que w est positive sur R on obtient :

Ve e R, 0 < |u(x)v(z)w(@)| = |u(@)| |v(z) w(x) < % ((u(x))2 + (v(m))z) w(x) ou encore :
Ve € R, 0< [ula) v(a) w(a)] < 5 (@) w(e) + 3 0@) o) ()
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+oo 9 +oo 9
De plus / (u(x))” w(z)dz et / (v(z))” w(z) dx convergent car u et v sont des éléments de E.

— 00 — 00

Ainsi [ :o (; (u(z))2 w(z) + % (v(2))? w(x)) dz converge.

(*) et les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors (en deux

—+oo
temps...) la convergence de / |u(z) v(z) w(z)|de.
— 00
+oo
Finalement / u(z) v(z) w(z) da est absolument convergente donc convergente.
— 00

+oo
Si u et v sont deux éléments de E, / u(z) v(z) e dw converge.
—00

3. a. Notons E’ le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues sur R et montrons que E est

un sous-espace vectoriel de E’.

e Par définition de E, E est contenu dans E’.

+oo
e Posons Vo € R, 6(z) = 0. 6 est un élément de E’ et de toute évidence / (9(90))2 e~ dx converge.

— 00
0 est donc un élément de E et ainsi E n’est pas vide.
e Soit A un réel. Soient u et v deux éléments de . Montrons que Au + v est un élément de F.

Au + v est tout d’abord continue sur R car u et v sont continues sur R.

Observons que (A u +v)?w = A v?w+ 2 uvw + v? w.
+oo

+oo
(u(z))? w(z) de, / (v(2))” w(z) dz et / w(@) v(z) w(z) dz

— 00 — 00

+oo
De plus les trois intégrales /

—o0
convergent d’apres la définition de E et la question précédente.

—+oo
Alors par combinaison linéaire / (Au(z) + v(a:))2 w(z) dz converge.

— 00

Ceci acheve de montrer que Au + v appartient a FE.

Ceci acheve aussi de montrer que F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel E’.

FE est un R-espace vectoriel. ‘

+oo
b. e Notons d’abord que si u et v sont deux éléments de E, / u(z) v(x) e dz converge donc (u|v) est
— 00

un réel !

e Soient A un réel. Soient u, v et t trois éléments de FE.

oo 2
Au+ov|t) = % /_ Au+v)(z)t(x)e™™ do = % / ()\u(x) t(x)e ™™

— 00
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“+o0 “+oo 5
Alors (Au+v|t) —)\—/ e " dx—!——/ e dz = A(ul|t)+ (v|t) car toutes

les intégrales convergent.
VA ER, V(u,v,t) € B3, Au+vl|t)=X(u|t)+ (v]t).

+o0 +oo 2
o Y(u,v) € E?, (u|v) = \F/ (x)e™® dx—f/ u(z)e ™ da = (v|u).

+oo
e Soit u un élément de F. Vz € R, (u(x))2 e >0et / (u(a:))2 e da converge.

1 +oo 2 2
Al = — 7 dz est cel itif 1.
ors (u|u) NG / (u(z))”e x est un réel positif ou nu
Yu e E, (u|u) > 0.

1 [t
e Soit u un élément de E tel que (u]u) =0. 7 / (u(a:))2 e dz = 0.
T J-—c

o u?w est continue sur R ;

o u?w est positive ou nulle sur R ;

+oo
© / (u(x))2 w(z)dr =0;

— 00

o —00 # 400!

Alors plus de doute, u? w est nulle sur R.

2

Vo € R, (u(z))” w(z) = 0 et w(z) # 0 donc Va € R, (u(:z:))2 =0ouVe eR, u(r)=0. u=_0g.

Yu€ E, (ulu)=0=u=_0g.

Les cinq points précédents permettent de dire que:

’ (.].) est un produit scalaire sur E. ‘

4. Soit k un élément de N. Montrons que x — z* appartient & E.
—+oo

. . 2
Tout d’abord 2 — 2* est continue sur R. Montrons maintenant que / (.Z'k> e da converge.
—0o0

k+1
. (@) : ,
lim (=« (ac ) e = lim —~— | = 0 par croissance comparée.
T—+00 e’
k)2 —z? :
o T — (:1: ) e est continue sur R ;

kN2 2 1 .

(33 ) e z =z—+o0 (0] <x2 5

1
Vo € [1, +o0l, (310’“)26_””2 20et — >0;
x

oo dg
o / - converge.
1 X

&

<&
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Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence
+oo +oo
2 2 2 .2
de / (a:k) e~ * dx donc la convergence de / (mk) e " dux.
1 0

0 +oo

(a:k)2 e~ dx converge (et vaut / (zzjk)2 e dz).

2 22, .
T — (mk) e~ " étant paire sur R, /
0

— 00

+oo 9 5

Ainsi / (xk) e~ %" dx converge. Ce qui achéve de montrer que x — x* appartient & E.
— 0o

Soit alors P un élément de F. Montrons que P appartient a F.

T
11 existe un élément r de N et r + 1 réels ag, ay, ..., a, tels que Vo € R, P(z) = Z ap "
k=0

Or pour tout k dans N, z — z* appartient & E; P est donc combinaison linéaire d’éléments de E. Comme

FE est un espace vectoriel, P appartient a F.

F’ est contenu dans F.

Partie II: Polynémes d’Hermite

1. V2eR, wx)=e . Vo eR, w'(z)=—2ze ™.
Vz R, w’(z) = —2e % + (—22)2e " = (422 —2)e "
Vz eR, w”(z) =8xe " + (422 —2) (—2z) e ® = (—82% + 12z) e *".

2

Ainsi Vz € R, Hy(z) = —e’ (- 2xe*3”2) = 2z, Vo € R, Hy(z) = e (42% —2)e ™) = 42* — 2,
Vz € R, Hi(z) = —e (=823 + 12x) e_’”z) =83 —12x.

’Vm €R, Hi(x) =2, Hy(x) = 42% — 2 et Hz(z) =82% — 121. ‘

2. a. Soit n un élément de N. Vo € R, H,(z) = (-1)" e w™ (). En dérivant on obtient :
Vz e R, H, () = (—1)" (22) " w™(z) + (—1)" e w1 (2) = 22 H, () — (—1)"' e w1 (2).

Donc Vz € R, H, (z) =2x H,(z) — Hyt1(z) ouVz € R, Hy11(z) =22 H,(x) — H, ().

’ Pour tout n dans N et pour tout  dans R: Hy,41(z) = 22 H,(x) — H), (2). ‘

b. Montrons par récurrence que pour tout n dans N, H,, est un polynome de degré n.
e La propriété est vraie pour n=0 car Vo € R, Hy(x) = 1.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N. Montrons la pour n + 1.
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Vz €R, Hpi1(z) =2z Hy(x) — H,, (z) et, z — 2z, H, et H sont des polynomes.
Ainsi H, 11 est un polynéme.

De plus H,, est un polynéme de degré n donc © — 2z H,(z) est un polynéme de degré n+1 et H/ est un

polynome de degré strictement inférieur a n.

Par conséquent H,,; est un polynome de degré n + 1. Ceci acheve la récurrence.

’ Pour tout n dans N, H,, est un polynéme de degré n.

c. Soit z un réel. Hy(xz) = 1. Alors Hy(x) =2z Ho(z) — Hj(z) = 2.

Hy(z) =22 Hy(x) — Hi(x) =22 (22) — 2 =427 — 2.

Hi(x) =2z Ha(z) — Hy(x) =22 (42% —2) — 8z =823 — 121.

Hy(x) =2z H3(z) — Hij(x) =22 (823 — 122) — (2422 — 12) = 162" — 4822 + 12.

Nous avons ainsi retouvé les résultats de I1.1. De plus:

]\m €R, Hy(z) = 162" — 4822 + 12 .

3. Pour tout n dans N, notons «,, le coefficient du terme de plus haut degré de H,,.
ag =1 car Hy=1.

Soit n un élément de N. Le terme de plus haut degré de H,, est 7 a,, ™ ”. Ainsi le terme de plus haut degré

de x — 2x H, est ” 2ax™t! 7. De plus H/, est un polynome de degré strictement inférieur a n.
Le terme de plus haut degré de x — 2x H,, — H!,, donc de H,,;1, est alors 7 2, 2" 7. Ainsi a1 = 2 .

n?

(0n)n>n est la suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1. Donc Vn € N, a,, = 2™.

’ Pour tout n dans N, le coefficient du terme de plus haut degré de H,, est 2™. ‘

4. Vx € R,w(—z) = w(x). Une récurence simple donne alors Vn € N, Vo € R, (—=1)" w(™ (—~z) = w™ (z).
Alors Vn € N, Vz € R, (=1)" (=1)"e”” w™ (—z) = (=1)"e*” w(™ ().
Donc Vn € N, Vz € R, (—=1)" Hy(—z) = H,(x).

Finalement :Vn € N, Vo € R, H,(—z) = (—=1)*" H,,(—x) = (—=1)" H,(x).

’ Pour tout n dans N et pour tout = dans R: H,(—z) = (—=1)" H,(x). ‘

Soit n un élément de N.
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Sin est pair Vo € R, H,(—x) = H,(z) et H,, est pair(e).

Sin est impair Vo € R, H,(—z) = —H,(z) et H, est impair(e).

’ Pour tout n dans N, H,, a la parité de n.

Partie III: Lien entre le produit scalaire et les polynéomes d’Hermite

1. a. Soit n dans N* et soit P un élément de F. Montrons que (P'|H,_1) = (P | Hy).

+o0 ) +00 )
11 suffit de montrer que P(z)H,_1(z)e ™ do = P(z) Hy(z) e ™™ dz.

— 00 — 00

Soit « et § deux réels. Posons Vo € R, £, (z) = Hp—1(x) e~ . P et £, sont de classe C sur R.

Notons aussi que :

2 2

Ve e R, O(z) = H)_(x) e + Hy_1(z) (—22) e = = (20 Hyo1(z) — H,_(2)) e* = —Hp(z) e " .
Une intégration par parties donne alors :
ﬁ / _ .2 _ 2 ﬁ B .2 . .
/ P(z)H,—1e " dz = [P(m) H,_1(z)e™™ } —|—/ P(z)Hy(x)e™™ dz. Ainsi:
B

ﬁ 2 2 2 2
/ P(z)H,_1(z)e ™ dz = P(B) H,_1(8) e ™ — P(a) Hy_1(a)e™® +/ P(z)H,(x)e™ da (xx).

e}

Ne reste plus qu’a faire tendre o vers —oo et 3 vers +oo. Mais pour cela un petit résultat intermédiaire

s’impose.

212 . —z2 . .
Lemme 1 :| Pour tout élément @ de F': lim (Q(x)e ) = lim (Q(x) e ) =0.

T— —00 r— 400

Montrons le lemme. Dans cette preuve lim voudra dire indifférement lim ou lim .
T—00 T——00 r——+00

Soit @ un élément de F. Si @ est le polynéme nul le résultat est clair. Supposons @ # Op.
Soit ” az” ” le terme de plus haut degré de Q. Q(x) ~ az” donc |Q(z)] ~ |ax"|
Tr—00

Tr—0o0
(xQ) 5

e®?

—z? —z? r| _—x?
Alors [Q(x) e ™| = [Q() e ~_aa"]e™ = al

2
T T—00

. ERN. (2%)* . , . e
Alors lim (|Q(x)e v |) = lim | |a = 0 par croissance comparée. Donc lim (Q(x)e ¢ ) =0.
r—00 r—00 e
Ceci acheve la démonstration du lemme.

P H,,_1 est un élément de F. Le lemme donne alors lim (P(a) H, 1(a) e""g) =0et

a— — 00

lim (P(ﬁ) Hoo1(B) e*f#) ~0.

B——+oo

En faisant successivement tendre a vers —oo et § vers +o0o dans (##) on obtient :
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+oo 2 Foo 2
/ P'(z)H,—1(z)e™™ da = / P(z) Hy(x) e™® dx (ces deux intégrales convergent).

1
En multipliant par —= on obtient: (P’ | H,,—1) = (P | Hy,).

NG

’ Pour tout n dans N* et pour tout P dans F': (P'|H,_1) = (P | H,). ‘

b. Montrons le lemme suivant.

Lemme 2:|Vn € N, Vk € [0,n], VP € F, (P|H,) = (P%) | H,_}).

Soit P un élément de F' et n un élément de N.

Montons par récurrrence que Vk € [0,n], (P|H,) = (P®) | H,_4).

e La propriété est vraie pour k = 0!

e Supposons la propriété vraie pour un élément k de [0,n — 1]. Montrons la pour k + 1.
En appliquant le résultat de la question précédente il vient :

(PO | Hyg) = (PW) | Hppgy—1) = (PE+D | Hp,goi1y).

Ceci qui acheve la récurrence.

Soit n un élément de N* et P un élément de F,,_.

Le lemme 2 donne en particulier (P | H,) = (P™ | H,_,) = (P™ | Hy). Or P(™ est le polynéme nul car P
appartient & F,,_;. Donc (P | H,) = (P"™ | Hy) = 0.

’ Pour tout n dans N* et pour tout P dans F,_1: (P |H,) =0. ‘

C. Soit n dans N. Montrons que (Hg, Hy,...,H,) est une famille orthogonale. C’est vrai si n = 0!

Supposons n non nul.

Soient 7 et j deux éléments distincts de [0,n]. Montrons que (H; | H;) = 0. Comme (H; | H;) = (H; | Hj) on

peut supposer pour ce faire que 7 < j.

Alors H; € F; (car degH; = i), H; € F; (car deg H; = j) et H; C Fj_1 (cari < j—1).

Le résultat préédent appliqué pour n = j (j € N* car ¢ < j) et P = H, permet de dire que (H; | H;) =0.
H; et H; sont orthogonaux.

Alinsi les éléments de la famille (Hy, Hy, ..., H,) sont dans F' et sont deux & deux orthogonaux.

Pour tout n dans N, la famille (Hy, Hy, ..., H,) est orthogonale dans F'.
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2. Soit n un élément de N. (Hy, Hy, ..., H,) est famille orthogonale d’éléments non nuls de F;,. C’est donc
une famille libre d’éléments de F,, de cardinal n + 1. Comme F,, est de dimension n + 1, (Hy, Hy, ..., Hy)

est une base de Fj,.

Pour tout n dans N, la famille (Hy, H1, ..., H,) est une base (orthogonale) de F,,. ‘

3. a. Soit n un élément de N. Le lemme 2 donne | H, |2 = (H, | H,) = (HSY | H,_,) = (H" | Hy).

Pour tout n dans N, ||H, |2 = (H | Hy).

b. Soit n un élément de N.

npl [T

HH ||2 (H(n) |H ) 1 /+°O H(n) I — g2 d 1 /+OO on a2 d g2 d
wll° = (H), =— . e r=— nle r="— e z.
AV ’ VT oo N .
o0 .
Le préliminaire donne / e dz = /7. Alors |H,||?> = 2" n! donc ||H,| = V2" n!.

Pour tout n dans N, ||H,| = V2" nl.

Partie IV: Un endomorphisme symétrique

1. e Soit P un élément de F. —P” 4+ 2 X P’ 4+ P est encore un élément de F'! f(P) appartient & F'.
f est une application de F' dans F.

e Soit A un réel. Soient P et @ deux éléments de F'.

FOP+Q)=—-AP+Q)"+2X (AP+Q)+AP+Q=-AP"-Q"+2X (AP +Q)+ P +Q.
FOAP+Q) =A~P" +2X P+ P)+ (-Q" +2X Q' + Q) = A [(P) + [(Q).

f est une application linéaire. Finalement :

’ f est un endomorphisme de F'. ‘

2. a. Soit P un élément de F.
(goh)(P)=g(h(P)) =g(P")=2XP —(P) =-P"+2XP +P—P=f(P)—P=(f—1dp)(P).
(hog)(P)= (g(P)) = (2XP—-P) =2P+2X P — P" = f(P)+ P = (f +1dg)(P).

VP € F, (goh)(P)=(f —1dg)(P) et (hog)(P) = (f +1dg)(P). Donc
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(goh=7—1dp et hog=f+1dp.]

b. goh = f—Idp. En composant & droite par g il vient: gohog= fog—g.
hog= f+Idr donc en composant a gauche par g il vient:gohog=go f+g.

Alors fog—g=go f+4+g. Donc fog—go f=2g.

| fog—gof=2g]

3. Soit A un réels et P un élément de F tels que f(P) = A P.
29(P) = (fog)(P) = (g0 f)(P) = f(9(P)) — g(f(P) = f(9(P)) — g\ P) = f(g(P)) — Ag(P).

Ainsi f(g(P)) = (A +2) g(P).

Pour tout réel A et pour tout élément P de F, si f(P) = AP alors f(g(P)) = (A +2) g(P).

4. a. f(Hy) =—H{ +2X H\,+ Hy = Hy car H] = H) = 0 puisque Hy = 1.

f(Hy) = Hp.

b. Soit k£ un élément de N. g(Hy) = 2X Hy, — H;, = Hj11 d’apres II 2.a..

’ Pour tout élément k de N: g(Hy) = Hiy1. ‘

Montrons par récurrence que:Vk € N, f(Hy) = (2k + 1) Hy,.

e f(Hy)=Hy=(2x0+41)Hp; la propriété est vraie pour k = 0.

e Supposons la propriété vraie pour un élément k de N. Alors f(Hy) = (2k + 1) Hy.
IV 3. donne alors f(g(Hy)) = ((2k + 1) + 2) g(Hy).

Comme g(Hy) = Hgy1: f(Hgy1) = 2k +3) Hyyq = (Q(k +1)+ 1) Hy. 1. Ceci achéve la récurrence.

| Pour tout élément k de N: f(Hy) = (2k + 1) Hy. |

5. Soient P et @ deux éléments de F. Soient a et 3 deux réels.
Posons :Vz € R, {p(z) = P'(z) e~ . p et Q sont de classe C' sur R. Notons aussi que :

Vz €R, l(z) = P'(z)e ™ + P'(z)(-2z)e ™ = —(—P'(z)+2zP) e = —(f(P)(z) — P(x)) e ™.
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En posant T'= f(P) — PonaVr € R, £ (z) = —T(z)e " .
Intégrons alors par parties.

/ " P Q') e dr = / o) Q) o = [tn() Q)] - / " @) Q) d.

[e3%

/H 2 2
/a P(2)Q'(z)e ™ dz = [P'(a:)Q(x) e " ]

(63

ﬁ 2 2 2 B 2
/ P(2) Q' (a) e dz = P(B) Q(8) e — P'(0) Q(a) =" + / T(2) Q) e dr (% %).

[e3%

Ne reste plus qu’a faire tendre o vers —oo et 3 vers +oo.

“+o0
P’ et Q' sont deux éléments de F' donc de E, ainsi P'(z)Q'(z) e~ dx existe.
— 00
+oo 2
Pour des raisons analogues / T(z) Q(z)e™™ dx existe également.
— 00

De plus P’ Q est un élément de F'; le lemme 1 donne alors:

lim (P’(a)Q(a) e_az) =0et lim (P'(ﬁ)Q(B) 6_62) =0.

a——00 B—+o0

En faisant tendre successivement a vers —oo er 3 vers +oo dans (x * *) il vient :

+o0 +oo
/ Pz)Q(z)e* do = / T(z) Q(z) e * dz. En multipliant par =S on obtient : (P'|Q") = (T | Q).
—o0 —c0 ﬁ

Alors (P']Q') = (f(P) = P|Q) = (f(P)|Q) = (P| Q).

V(P,Q) € F?, (P'|Q) = (f(P)|Q) — (P|Q).|

6. Dans cette question n est un élément de N.
a. Soit P un élément de F,.

P" est un élément de F,,. P’ est un polynéme de degré strictement inférieur & n donc X P est également un

élément de F,.

P” X P et P sont donc trois éléments du sous-espace vectoriel F,. Alors f(P) = —P” +2X P’ + P est un

élément de F,.

’ VP e F,, f(P)eF,. ‘

b. Soient P et ) deux éléments de F,.
Drapres IV 5.: (f(P)|Q) = (P'| Q") + (P|Q) et (f(Q) [ P) = (Q"[P') + (QP).
La symétrie de (.|.) donne alors (f(P)|Q) = (f(Q)| P) puis (f(P)|Q) = (P| f(Q)) et enfin:

(fn(P)]Q) = (P[ fu(Q))-
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’ fn est un endomorphisme symétrique de Fj,.

Remarque f est également un endomorphisme symétrique de F'!

c. Rappelons que (Hy, Hy, -, Hy,) est une base orthogonale de F,,.

.11

De plus Vk € [0,n], fn(Hk) = f(Hi) = (2k + 1) Hy, et Hy, # Op, ; ainsi pour tout élément k de [0,n], Hy

est un vecteur propre de f,, (associé a la valeur propre 2k + 1).

(Ho,Hy, -+, Hy,) est une base orthogonale de F), contituée de vecteurs propres de f,.

Posons Vk € [0,n], Gk =

| 1
g g
[He F VaRR "

(Go,G1,--+,Gp) est une base orthonormale de F), encore contituée de vecteurs propres de f,,.

(5

k) est une base orthonormale de F, contituée de vecteurs propres de f,.
ke[0,n]

Partie V: Intervention d’exponentielles

1. Soit a un réel.

e D’abord ¢, est une application de R dans R continue sur R.

o Vz R, (%(x))z e~ = g2az—a’ = o—(@’+2aw+a’)+a® _ ga® g—(z—a)®
+o0 5

Or / e~ (*=9" dz converge et vaut \/m d’aprés le préliminaire.
— 00

+o0
. . 2 )2 2
A1n51/ e® e~ (=" dyx converge et vaut /7 e® .

— 00

+oo
Alors / (<pa(1:))2 e~ dz converge et vaut /7 e%”. Ceci achéve de montrer que :

— 00

Remarque Retenons également que :Va € R, / (pa(z))? e do = Ve .

’ e est un élément de F. ‘

+oo 5

— 00

1 [t
2. Soient a et b deux réels. (¢, |pp) = N / valx) pp(x), e dx.

" 2 2
Va € R, (@) py(@) = 7 e = T = (e597)7 = (oo ()

—+o0

2 a
La remarque de la premiere question permet de dire que: / (go ath (x)) e dp — \/Ee( )7

— 0o
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—+o0
Alors / ©va(x) @p(z) e do = \/776(&7“)2. Ainsi (¢q | pp) = e,

— 00

Y(a,b) € R2, (g |¢p) =27,

: 414 9 (M)Q
3. Soit n un élément de N*. ||<pm|| = (gpm“pm) —e 2

1
Ainsi ||g0\/m||*2 = Plus de doute :

la série de terme général || ;|| diverge.

NG "

2 1
4. Soit n un élément de N. [l = [I> = (¢ 5| ¢ m) = e( PE) e, Alors: ||SO\/E||_2 = ()
e

1 1
La série géométrique de raison — est convergente car ‘ < 1.
e e
+oo n
1 1 e
De plus - = = .
P Z <e) 1-1 e-1
n=0 e
+oo e
La série de terme général ~2 converge et 2= .
g ezl g ; loymll ™ = —

Partie VI Une limite de probabilité conditionnelle

1. w est continue sur R. Posons Vz € R, W(z) = / w(t) dt.
0

W est la primitive sur (I'intervalle) R qui prend la valeur 0 en 0. W est donc de classe C' sur R et

Ve e R, W(x) =w(x).
+oo

+oo
Notons que la convergence de / e~ dt donne la convergence de / et dt pour tout réel x.
xT

— 00

oo 2 z 2 Foo 2
YV €]0, 400, ®(z) = / e dt = 7/ e ¥ dt Jr/ e " dt = —W(z) + W(0).
T 0 0

W étant de classe C! sur R, @ est de classe C! sur |0, +o0].

2

De plus Vz €]0, +oo[ ®'(z) = —W'(z) = —w(z) = —e™*".

2

® est de classe C! sur ]0, +oo[ et Vo €]0, +00] &' (x) = —e= .

“+o0
2. a. lim ®(z)= lim e~ dt = 0 comme reste d’une intégrale convergente.

T—+00 x—+oo [,

2
2 e * 1 1 1
li T = li = li ————= ] =0et I — =0.
IHHEOOe 0 IHHJPOO ( 2 ) 0 GJHHJPOO <$ 2.733) O JUHHJPOO 2x 0




Alors par produit

r——+00

lim G(z) =0 et

JF.C. p.

lim K(z)=0.

2o K )

lim ®(z) =0, li =0et lim K(z)=0.
P 2 =0 I Gla) =0t Lip Klw) =0

b. ®, G et K sont dérivables sur |0, +o0], donc G — ® et & — K sont également dérivables sur ]0, +oco].

1 3\ e® (1 1
- () =G (z) - D ()= -—— + — ———=] (=2 .
Va €]0,+oo[, (G Y(z) = G'(x) (x) ( p + 2:104) 5 + <33 2x3> (—2x) +e
1 3 1 2 3 2
o) (@) = 1 1) e = e
Vz €10, +o0], (G — ®)'(z) ( 2x2+4x4 +2$2+ ) e 17 ¢
Vz €10, 400, (G —®)'(z) = 0 donc G — ® est croissante sur ]0, +o0.
1 2 1 2
d—K)(z)='(2)—K'(z)=—e" — [——e " + — (=22)e ).
Vo €10, +oo], ( ) (2) (z) (z) e < 5,2 ¢ + 52 (—2z)e )
Wz €10, 400, (@ — KY(2) = (14 —— +1) =" = L=’
’ ’ B 272 222 '
Vz €10, 400, (® — K)'(x) = 0 donc ® — K est croissante sur |0, +o].

c. G — @ est croissante sur |0, +o00[ et

® — K est croissante sur |0, +oo[ et

2
e * 2

’ G — ® et & — K sont croissantes sur |0, +00]. ‘

r——+0o0

r——+00

Alors Vx €10, +o00[, G(z) < &(z) < K(z).

|V €]0,+00], G(x) < ®(x) < K(2). |

2
d. Soit & un élément de ]0, +00[. G(z) < B(z) < K(x) et —o5 >0

e

2 2
Alors xQ G(z) < —xz O(z) < xQ K(x).
2z 1 2z
Or: 72G(I’):1727x26t67?K(I):1
Finalement : Vz €]0, +oof, 1 — —s < — &(z) < 1
inalement : - < = <1
aleme x €]0, 4o00], 52 S = Bl
. 1 o ) 2x
Comme lim (1— ——= ] =1, il vient par encadrement lim s O(x) ) =1.
T—+00 2 22 r——+oo \ €77
. d(x) ad
Alors wginoo <em"‘ ) =1let:d(x) T v
2x
e
@ ~ .
(x):vﬂ+oo 2x
3a. v ! ~35A7 est une densité de X. Not Vr € R, do(z) = —= e’
a. Yo:r — ———=e 20vD? est une densité de X. Notons que Vx € R, ¢yg(z) = —=e
V27 (1/V2) VT

lim (& — K)(z) =0—-0=0; ainsi Vz €]0,+oo, (® — K)(z) <O0.

lim (G —®)(x) =0—0=0; ainsi Vz €]0, 40|, (G — ®)(z) < 0.
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teo 1 +eo 2 1
R, PIX<x)=1—P(X =1- =1-— - =1——o(x).
Vz e R, P( x) (X > ) ’ o (z) dz \/7?/06 e ¥ dz e (x)

Vo € R, P(ng)zl—P(X>x):1—%®(m).

Remarque  On a également :Vax € R, P(X > x) = O(x).

b. Soit ¢ un réel positif. Soit  un réel.

p.

{(X<z+cln{X >az}) Pla<X<z+c¢) Ple<X)-PX>z+c)

P(
Pxso) (X <z +c¢) = =

P(X >z) P(X >z) N P(X > )
1
P(X >z+c) 7=+ d(x + )
(x>a) (X <z +0) P(X > ) & () o(z)
2
e ) O(x) )
(I)(x) ac—:&/-oo 2x donc zg{ro—loo <€_I2 ) =1
2z
Oz +c) e~ (@te)?

=1. Ainsi ®(x +¢) ~

Par composition des limites: lim _—
z—+o0 2 (x + ¢)

T——+00 e—(z+c)?

2 (z+c)
e~ (ate)?
(0] . .

Alors 2@ +c) N~ 2t T (et —(eto)’+a® _ —2ze—c?

@) sl e T aie e ~

2z

. Oz +c _ 2, .2 _ 2

Par consequent:g ~ e (@t T4t _ p2me—ct

<I>(x) T—+00

P
Ainsi  lim Slzte) = lim e 279" =0 car c est strictement positif.

o
Donc mEToo Pxsp)(X <z +4c)= lim (1 - g(;)@) =1.

Pour tout réel ¢ strictement positif : Pxso) (X <z +c¢)=1.

lim
T— 00
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