Banque PT 2006 — épreuve C

Partie I

Question 1.1

! ! 81 2
Ko:/ dt—l;K1—/(1t2)dt—[t] ==,
0 0 3 0 3

1 1 3 571
213t
KQ:/ (1—t2)2dt:/ (12t2+t4)dt—[t+] -3
0 0 3 5,

Question 1.2

n n

On éerit (1—2)" =" (Z) (~1)¥4%* donc K, = Y (Z) 2(]:3];

k=0 k=0
On obtient bien une somme de fractions.
Question 1.3
On obtient Iy = g I = [—cosa]}/?=1;
& ™ . /2
]2://251n2xdx://21_0052330311:{3;_511123;] / :E
0 - 0 2 2 4 0 4
De méme Jy = 5 Jp = [sinx}g/z —1:
i 7T : /2
ng//QCOSQxdx://QMOS%dx: £+sm2x / =T
0 0 2 2 4 0 4

Question 1.4
Posant ¢t = sinz (donc dt = cos z dx), 'intégrale K,, devient :

w/2 /2
K, = / cosz(l — sin? x)"dx = / cos?tl g dx = Jont1-
0 0

On peut aussi poser t = cosz (donc dt = —sinx dx), et

0 /2
K, = —/ sinz(1 — cos?2)" dx = / sin?" M xde = Iy
w/2 0

Remarque : le changement de variable y = 7/2 —  transforme

/2 0 /2
In:/ sin”mdx:—/ sin”(w/2—y)dy:/ cos" ydy = J,.
0 /2 0

On a donc, pour tout entier n, égalité entre I,, et J,.
Question 1.5
Une intégration par parties permet de transformer I,, pour n > 2 :
/2 /2
I, = / sinz sin" 'z dr = { — cosx sin" ! :1:]
0 0
/2
=(n-— 1)/ (1 —sin?2)sin" 2 zde = (n—1)(I,_2 — I,,),
0

n—1

et on en déduit que nl, = (n — 1)I,,_5 donc I,, = I, _o.

1/4

w/2
+ / cosx (n — 1) coszsin™ 2 x da
0



Question 1.6
Soit p > 0, on écrit alors :

2p—1 (2p—1)(2p—3)---3.1 2p—1)2p—3)---31nx
Iy = 2p—2 = Io = 2’
2p (2p)(2p—2)---2 2v pl 2
. (2p)! (2p)! (2p)! =
Mais 2p —1)(2p—3)---3.1 = = donc Iz, = —.
ais (2p —1)(2p —3)---3 (2p)(2p—2)---2  2vp! ORe f2p 22r(pl)2 2
De méme, on écrit
oo o (@Ep-2)--2 2P pl
T U T 2p+)(2p—1)--3 T @p+1)(2p—1)---3]
e calenl récédent tre (2p+ 1)(2p— 1) -3 (2p+1)! done I 22P (p!)?
T nt montr —1)ro=—F~-—— don = oL\
et le calcul précéde ontre (2p D 2 Onc f2p+1 2p+ 1)!

Question 1.7

Pour z € [0,7/2], on a 0 < sinz < 1, donc, en multipliant par sin? x (qui est positif), on trouve
0 < sin??™ 2 < sin? . Mais si on avait multiplié par sin?” ! z, on aurait trouvé 0 < sin?” z < sin®? ! z,
donc finalement on a bien montré que 0 < sin?? ™ 2 < sin?? < sin??~!
En intégrant sur [0, /2], on en déduit aussitot que 0 < Iopy1 < Iop < Jop—1.

x.

Question 1.8

Ioy— 2p+1 1
Pour p > 1, 21 _ P+ =1+ —.
2p+1 2p 2p
I Iop— 1
Or en divisant I'inégalité du 1.7 par Is,11, on obtient 1 < o2l gy —, et on en déduit que
Iopt1  Iopia 2p
I
lim —2— = 1.
Iopi1

Question 1.9

I 2p)!(2p + 1)! 29!\ (2p+1
D’apres les calculs du 1.6, on a aussi 2P :(p)(er )ﬂ< (2p) 2) (2p+ )W.

Iopi1 24p(ph)4 2 22r(pl) 2
Question 1.10
TR s 2p)! \? 2 1
Comme est de limite égale a 1, on en déduit que 5 5| ~ 75— ~ —— ou encore que
2p+1 227 (p!) 2p+1)m  pr

! (22p<p!>2>2 1 ( (2p)(2p —2) - 4.2
p\ (2p)! p\(2p—1)(2p—3)---3.1

Question I.11

2
> est de limite égale a 7.

227 (p)?

(2p)!

I.11.a  Rappelant les résultats du 1.6, on obtient Iy, ~ T__ VT

207 2
VT T

1 2p

On vient de montrer que

~ \/PT.

1.11.b  De méme, on trouve Ig,i1 ~

NS T

2y/n/2 2n

I.11.c  Que n soit pair ou impair on a trouvé dans tous les cas : I, ~
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Partie 11

Question II.1

Uni1  (n+Dm+1D)"n+1 1 _1(1 1)”*1/2
- .

On a bi § =
n a bien str . wn 1)

Question II.2

2 3
I1.2.a  On se rappelle que In(1 + ) =z — % + % + o(z?).
II.2.b  On en déduit que
Uni1 1 1 1.1 1 1 1 1 1
1 =1 Hn(l+ )= -1 Nt ——to(—)) = —
. Up, —|—(n+2) n( +n) +(n+2)<n 2n2+3n3+0(n3)) 12n2+0( z)
Un+1 1

donc que In ™ ~ Tonz
Question I1.3

Un41 1 PR e . N . 5
: comme vy, ~ o2’ ( E vp,) est une série & termes positifs au moins a partir d’un
n

Posons v,, = In

Unp,

. 1 - .

certain rang. En outre, comme ( E —2) converge, la série ( E v, ) converge également.
n

Question I1.4
n—1
Or v, = Inuy41 — Inw, donc la (n — 1)-éme somme partielle de cette série s’écrit S,,_1 = ka =
k=1
Inu, —Inu; =lnwu, +1 car uy = 1/e.

+oo
Comme (Z v, ) converge, on peut poser S = Z vy, = lim S;,_1, et on déduit du calcul précédent que
el n—-+oo

la suite (Inwu,) converge de limite S — 1 donc que la suite (u,) converge de limite £ = 571,

Question I1.5

.. A . 1 n\"
Par définition méme de wu,,, on dispose alors de n! ~ z\/ﬁ <7) .
e

Question I1.6
En utilisant cet équivalent, on trouve que

4P (p!)? N 22pp.p2p le?p _ 1 p
(2p)! 2e20 \/2p22rp20 () 2
47 (p!)? 1
2! ~ /pm. Comparant ces deux résultats, il vient { = —.

V2
n
Finalement on a retrouvé la formule de Stirling : n! ~ v27wn (E) .
e

alors que 1.10 fournissait
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Partie II1

Question III.1
La somme d’une série entiere peut se dériver terme a terme sur 'intervalle ouvert de convergence. On
écrit donc, pour z € )0, R :

+oo
a(z) = Z anz"”

n=0
—+oo

a'(z) = Z(n + Day 12"

n=0

“+o0
za'(z) = Z nap,a”

n=0

+oo
xd' (x) = Z(n + Dnapqa™

n=0
+oo

z?a" (x) = Z n(n—1)apz"

n=0

L’équation différentielle fournit donc les relations :
Yn >0, 16n(n—1)a, —16(n+ 1)nay4+1 + 16na, —8(n + 1)ap+1 — an = 0.
Cette équation se rééerit Vn >0, (16n? — 1)a, = 8(2n® + 3n + 1)a,41 ou encore, pour n > 1,

16(n—1)2 -1 (4n — 3)(4n —5)

82n—12+3n-0+1) "' snzn—1) "V

QAp =

Question III1.2
ay 16n2

~Y
Gn_1  16n2

Observons qu’on a =1 donc le rayon de convergence de la série entiere obtenue est R = 1.

Question II1.3
Puisque ag =1, on a :

n =

(4n —3)(4n —5) (4n—T7)(4n —9) 5.3 1.(-1)
4.2n)2n—1) 4.2n—2)(2n—3) 4.4.3 421

 (4n—3)(4n—5)(4n—T)---5.3.1 (4n — 2)!
T 4n(2n)! T 47(2n)!(4n — 2)(4n — 4)(4n —6) ---6.4.2
B (4n —2)! B 1 (4n)!

S 4n(2n)120-1(2n — 1) 4dn —1237(2n)12°

Question IT1.4
V2 1
8T ny/n’

A Paide de la formule de Stirling, on trouve apres simplification a,, ~
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