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Question préliminaire

1) Pour tout A réel, la fonction ¢, est continue sur [0, 1]. D’un autre coté, si A1,..., A\, sont des réels tels que
A <o < Apetag,...,aq, des réels non tous nuls tels que :

a1dx, + aodr, + o+ andy, =0,

alors pour tout z de [0,1], on a :
o as/\P—|—-~-+oznx/\" =0

ou p est le plus petit entier vérifiant o, # 0. En divisant par x*, pour  # 0 et on fait tendre x vers 0, on
trouve a;, = 0, ce qui constitut une contradiction. La famille (qb)\) > o est donc libre.

A. Déterminants de Cauchy.

On pose, pour 0 <m < n:

alTbl al TbQ e ai “!ibrn
D. — aos+b1 as+ba e ai1+bm,
I S o
A +b1 A +b2 e am+bm
qui est défini mais avec I’hypothese
(Hy): VY (i,j)e[1,n]?, ai+b; #0
oo
et R(X) = i qui est une fraction rationnelle de degré —1. Les poles de cette fraction sont —by,...,—b,
H (X +bi)
et ils sont simples & cause de ’hypothese (Hy,). Donc R(X) = z": A avec Ay = P~ P = H —a;) et
nj- k:1 X —"—bk Q ) ?
n n—1 n
Q= H(X +b;). En particulier, P(—bg) = (—1)"~! H(bk +a;) et (1)1 H (b — b;) pour tout k € [1,n].
i=1 i=1 i=1,i%k
1
a1 + by
2) Notons, pour k € [1,n], C, = de sorte que
1
ay, + by
R(al) 0
R I
k=1 R(an-1) 0
R(ay) R(ay)



Par suite,

A,D, = AnDetB(Cl, ey Cp, Cn)
Dets(Ch, ..., Co_1, AnCla)

= DetB(Cl,...,Cn_l,ZAka)
k=1

1 1
a1+by T a1+bn_1 0
_ 1 : 1 :
an—i"rbl e an—l-li-bn—l 0
an+by T A +bn_1 R(an)
= R(an)anl
ou B est la base canonique de R"”.
n—1 n—1 n—1
P (-1t H (bp + ax) H(b” + ag) (an — ay)
3) Ona A, = Q’((_ bn)) = f:ll = f:ll (#0) et R(ay) = kznli D’ou
—Un
() [[n—bx) ] (00— bx) [T (@ +bx)
k=1 k=1 k=1
Dn - Rj(élan) anl
n—1 n—1
H(an *ak) H(bn *bk)
_ kil leii Dn_l
(an + by) H (b + ag)
k=1 k=1
n—1 n—1
H(an _ak) H(bn _bk)
_ k=1 k=1 (az - al) (bz - b1)
I n-l (b + az)(be + ay) (b2 + a1)
[I(an+00) T] 0 +ar)
k=1 k=1
et avec D1 = PR on trouve : (ou encore par une récurrence remplagant les - - - - - )
a1+ 01

B. Distance d’un point a une partie dans un espace normé.
A étant une partie non vide de E espace vectoriel normé. Pour x dans F, la distance de x & A est :

d(z,4) = inf [lo = y)|

4) Notons B(z,r) la boule ouverte, au sens de la norme || - ||, de centre x et de rayon r. Par la caractérisation de
la borne inférieure, on a :

d(z,A)=0 <= Ve>03ycA |lzr—y|<e
<~ Ve>03yeA yec B(z,e)
< Ve>0ANB(z,e) #0 (est & dire = est adhérent & A)



5) Soit (A;)n > o une suite croissante (au sens de I'inclusion) de parties de E telle que J,, - o A = A. Remarquons
que si X et Y sont deux parties non vides de E avec X C Y, alors d(z,X) > d(=,Y). La suite (d(z, An))n >0

est donc décroissante et que d(x, A,) > d(z,A) pour tout n. Soit € > 0, il existe y € A tel que d(xz, A) <
|z =yl <d(z,A) +e. Mais |J,, 5 o An = A, donc il existe N € N tel que y € Ay. Pour tout n entier naturel
telquen > N,ona:

d(z,4) < d(z,A,) < d(z,An) < |lz—y|| <d(z,A)+¢€

ceci montre que la suite (d(z, 4,)) a pour limite d(z, 4).

n>0
Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et B la boule fermée de centre x et de rayon ||z|.

6) La partie BNV est bornée car B est bornée. En plus, Papplication : y — ||z — y|| est continue sur V, donc
BNV est aussi femée. C’est donc compacte de V' car c’est un espace vectoriel de dimension finie. Elle est alors
(par définition séquentielle d’'un compact par exemple) compacte de E.

Notons C' le complémentaire dans V de BN V. 1l est facile de voir que :

d(z,V) = min(d(z, BN'V),d(z, C))

D’une autre part, 0Og € BNV car V s-e-v de E et ||z — 0g| < |jz||. Pour y € C, on a ||z —y|| > ||z] =
d(z, BNV). En d’autres termes, d(z, BNV) < d(z,C) et, par suite, d(z,V) = d(z, BNV).

7) L’application y — ||z —y|| est continue sur le compact BNV, elle est donc bornée et atteint sa borne inférieure. Il
existe alors y € BNV (donc y € V) tel que ||z—y|| = d(z, BNV) et par la question précédente, ||x—y|| = d(z, V).

C. Distance d’un point a un sous-espace de dimension finie dans un
espace euclidien.
L’espace E est supposé muni d’un produit scalaire (-|-) avec ||z|| = /(x| z).

8) Le sous-espace V étant de dimension finie, la question précédente assure l'existence de y dans V tel que

|z — y|| = d(z, V). Soit z la projection orthogonale de x sur V. En particulier, on a ||z — y|| < ||z — z|. D’un
autre coté, (z —y) = (x — z) — (y — 2) et par le théoréme de Pythagore :

eve ev

lz = ylI* = lle = 2lI* + lly — =II

ce qui montre que ||y — z||* = 0 et par suite y = z.

Pour (z1,z2,...,2,) € E™, on note G(z1, z2, ..., 2,) le déterminant de la matrice de Gramm :
(1 |2z1) (21|22) .0 (21]20)

M(xl,x27...,:vn):

9) Notons V le sous-espace vectoriel engendré par la famille (z1,...,2,). Puisque VN VL = {05} et VL =
{x1,...,2,}+, alors on a
VeeV, (x=0g < Vke[l,n],(x|xx) =0)

Notons aussi Ly la k-ieme ligne de la matrice de Gramm ci-dessus, vue comme élément de K™. Une combinaison

n
linéaire de type Z ag Ly est une ligne de type :

k=1
L= ((Zakxk |9€1> ; <Zak$k |IE2> e <Zak$k |17n>>
k=1 k=1 k=1



n

Cette ligne est nulle si et seulement si le vecteur Z axr est nul. En résumé :

k=1
G(x1,x9,...,2,) =0 <=  M(x1,x9,...,2,) est non inversible
<~ dag,...,q, € Knon tous nuls et ZakLk = Ogn
k=1
<~ dag,...,a, € Knon tous nuls et Zakxk:OE
k=1
< (1,...,%y) est liée
10) Lafamille X = (z1,...,x,) est libre et V est le sous-espace engendré par cette famille. Soit 2 un élément de E et
y sa projection orthogonale sur V. Puisque z —y € V14, alors (z; | z) = (z;|y) et (z|2) = (y|y)+(z —y|z —v)
et
(z1]z1) (21 ]22) (z1]zn)  (21]2)
(z2]z1)  (22]22) (z2]zn) (22]2)
G(xla"'axnvx) = . .
(@n |21) (20 |22) (@n |2n) (20 |z)
(xlz1)  (z]z2) (@]zn) (z]2)
(z1]z1)  (21]22) (z1]zn) (z1]y)
(z2]z1)  (22]22) (@2 |zn)  (22]y)
(@n21) (20 |22) (@n |zn) (20 |Y)
(ylz)  (yla2) len) (z])
(z1]z1) (21 ]22) (zi|zn) (21]y)| |(@1]z1) (z1]2z2) ..o (21]20) 0
(z2]z1)  (22]22) (x2]zn) (22]y)| |(z2]21) (22]22) (z2]2n) 0
= : : : S : : :
(@nl21) (20 |22) (@n @) (@nly)| |[(@nl21) (2n|z2) ... (2n]|z0) 0 ,
(ylz)  (ylx2) Wlzn)  (yly) Wlz)  (yle2) ... (ylza) [z -yl

= G(xl,...,xn,y)—i-||x—yH2G(x1,...,xn)
=0 (d’apres 9)

Donc d(z,V)? = ||z — y||* =

G(.”L'l, .
G, o)

'>x'nay>

#0 (d’apres 9)

D. Comparaison des normes N, et N,

11) Soit f € C([0,1]). On a Noo(f) = sup |f(¢)|. Alors,

telo,1]

1 1
N2<f>:\//0 FOR dr < ,//O Noo(f)2 dt = Nuo(f)

Soit maintenant g € A, 1 existe une suite (gn)n > o telle que la suite de terme général N (g, — g) tend vers

. L . oy —2
0. Par comparaison des normes vue précédement, la suite de terme général Ny (g, —¢g) tend vers 0 Donc g € A”.

. —00 —2 . . , ,
Par suite, A~ C A”. En particulier un fermé au sens de la norme Ny est fermé au sens de la norme N..

Notons Vp = {f € C([0,1]); £(0) = 0}.

12) Pour n entier naturel, on note f,(x) = {

(n+1)x si0 <
1

. C’est une suite d’éléments de V5. En

VANS
8 /N

1
n+1

si



plus,

No(fu—dy) = \//OW((n—i—l)t—l)th

n+1 2
/ 1dt (car (n+1)t—1)" < 1)
0
1/ 1 0
—
n+1 n—oo
¢p est bien un point adhérent a Vj.

13) Soit f un élément de C([0,1]). On a f = f(0)¢o + f — f(0)po et posons g, = f(0)fn + f — f(0)¢o avec (fr) la
suite définie dans la question précédente. La suite (f,,) est d’éléments de Vj et No(g, — f) = | f(0)|N2(fr. — ¢0)
qui tend vers 0 quand n croit indéfiniment. Ce qui montre la densité de V; dans C([0, 1]).
Si f est un élément de Vo, alors Noo(f — ¢0) = |f(0) — ¢0(0)] = 1. En d’autres termes, la boule ouverte de
centre ¢ et de rayon 1 au sens de la norme N, ne rencontre pas Vp. Vo est non dense dans C([0, 1]) au sens
de cette norme.

N

14) Soit V un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé et V son adhérence. On a V C V, ce dernier est
donc non vide. Soit z,y deux éléments de V et a un scalaire. Il existe deux suites () et (yn)n deux suites
déléments de V' qui convergent respectivement vers z et y. La suite (ax,, + yn)n, qui est une suite déléments de

V' car c’est un sous-espace vectoriel, converge vers ax + y. C’est a dire axz +y € V. C’est donc un sous-espace
vectoriel.

15) (=) Ce sens est évident puisque V. = C([0,1]).
(<) Notons P l'ensemble des fonctions polynomiales sur [0, 1], c’est & dire P = vect(¢m)m > 0. D’apres le

=

théoreme de Weirstrass, P> = C([0,1]) et par hypothése, P C V. V" étant un fermé, donc C([0,1]) =
P cV cc(o,1).

16) (=) De méme, ce sens est évident puisque V= c([0,1]).
(=) V2 étant fermé au sens de la norme Ny, alors il est fermé au sens de la norme N, (d’apres la question
11)) donc il est égal & son adhérence. C’est un sous-espace vectoriel de C([0,1]) (d’apres la question 14)) et

contient tous les ¢,, (m > 0). D’apres la question 15), V= C([0,1]). C’est & dire que V est dense au sens de
Ny dans C([0,1]).

E. Un critere de densité de W pour la norme N,
(Ak)k > o étant une suite de réels positifs et deux & deux distincts. Pour n entier naturel, W,, = vect(¢x,, ..., @, ) et
W = vect(dx, )k > o-
17) Remarquons W = U W, et que la suite (W,,),, > o est croissante. Alors,
n>0
W est dense <=V peN, ¢, est adhérent & W (question 15)
< VwpeN, d(¢., W) =0 (question 4)
< VpeN, limd(¢,, W,) =0 (question 5)

18) Soit p > 0. D’apres la question 10), on a, puisque (¢, . .., ¢,) est une famille libre,

d(¢, W,)? = G(Prgs -2 Oy )

G(dxgy---sDr,)
D’une autre part, pour tous « et 3 réels positifs,
! 1
(Pa | Dp) :/o t°F0 dt = ot A+l

Donc G(¢xrg,- -, ¢r,,¢u) est un déterminant de Cauchy d’ordre n + 2 (ar = Ag—1, by = Ap—1 + 1 pour
Eel,n+1], anta =p et byra = p+1) et G(Pxry, - -, ¢r,) est un déterminant de Cauchy d’ordre n + 1. Par



la question 3), on a :

H (ai +b;)
(aj—a)bj—b) AL
1 <i<y < nt2 1<i< ntl
d((rb;u Wn)2 = J
I (ai+b) (a; — a;)(b; — b;)
1<j<nt2 1 <i<g < ntl
1< < nt2
II (a2 —ai) oz —b:)
o 1 <i<n+2
(ans2+bng2) [ (@n2+b)  J[ (4 +baso)
1<j<ntl 1<i< ntl
T (e=2)2
_ 0 <i<n+1
Cu+1) J[ (w+r+1)7°
0<yj<n

H [Ar — pl
‘/2“+1k:0)‘k+“+1'

19) Soit i > 0. C’est clair que si la suite (Ax)g > o tend vers +oo, la suite ( e —pl )k N tend vers 1. Supposons
>0

C’est & dire que : d(¢,, W,) =

Akt+ptl

Apt+pt1
entier naturel avec k > K, on a :

maintenat que la suite ( e =l ) tend vers 1. Puisque, % < 1, il existe K € N tel que pour tout k
k>0 I

[ Ak — pf
pt+l  Aptp+1

Donc si pour un certain £ > K, on a Ay < pu, alors

poo o dempl o pme o p
p+1 T Np+p+l Ne+p+1 T op+1

ce qui sera contradictoire. Par suite, pour £ > K, la suite de terme général

Me—pl  Me—p o 2u+1
Ae+p+l Ap+p+1 Ak +p+1
. 2p+1 . .
tend vers 1 et la suite [ ——— tend vers 0. Ceci montre que la suite (A;)g > o tend vers +oo.
A +p+1 ES K

20) On suppose que A\, # 0 pour tout k entier naturel.

(«<=) Supposons que la série Z " est divergente et soit p un entier naturel. La suite d(¢,, W), étant
k

décroissante et minorée par 0. Notons [ sa limite. Si [ > 0, alors

|)‘n_m _ d((b;uWn) l 1

— - =

An +p+1 B d(‘b#,Wn—l) n—+oo |

D’apres la question 19), la suite (Ag)r > o tend vers +00. En compaosant par logartihme, la série

¥ (55 0)

n =0

est convergente et, puisque a partir d’un certain rang A,, > u, on a :
g g %

| ( An — 1) ) ) ( An — p ) —2p—1 —2p—1
n - :n ~Y ~Y
An+p+1 An+p+1 Antp+1 An

Zi

n>0""




est convergente, absurde. Donc pour tout p € N, lim, d(¢,, W,) = 0. La question 17) nous assure alors la
densité de W dans C([0, 1]) au sens de la norme Ns.
(=) On suppose a présent que W est dense dans C(][0, 1]) au sens de la norme Nj. Si la série

> &
n>=0
est convergente, alors la suite () > o tend vers +oo et on aura, de méme, ’équivalence :
)\n - n - - - - -
111( M)ln<>\ M)N 2u—1  —2u-—1
An+p+1 An+p+1 Ap +p+1 An

ce qui montre la convergence de la série

S < |An — 4 >
e 1
n>0 ntp+
Notons S la somme de cette derniere série. Par la question 18), on aura
| Ak — e®
d 7I/I/ - —_—
(G4 Wn) ,/2u+1k1;[()Ak+u+1 V2u+1

et par la question 17), W est non dense dans C([0, 1]) au sens de la norme Nj. Ce qui est une contradiction.

>0

F. Un critere de densité de IV pour la norme N

21)

22)

23)

W étant dense dans C([0,1]) au sens de la norme N, donc W = C([0,1]). Mais d’aprés la question 11),
W W Alors, W= C(]0,1]) c’est a dire que W est dense dans C(]0, 1]) au sens de la norme Ns. D’apres

1
la question 20), la série E " est divergente.
E
k

Soit 4 > 1 et notons h = ¢, — 1, avec ¢ = ZZ:O arpdy,. Puisque p > let Ay > 1, la fonction h est de
n

classe C! sur [0,1] et ' = 1 — Zak)\kgzﬁ)\k,l. En plus, ¢,(0) = ¢, (0) =0, donc pour tout = € [0, 1] :
k=0

x

|h(x)

R (t) dt‘

< \/ R (t)? dt\/ / 12 dt Inégalité de Cauchy-Schwarz
0 0

\//O1 I (t)2 dt\//o1 12 dt = Na(h)

1
et que la série Z — est divergente. Puisque — <
k> 1 >‘ Ak

Par suite, Noo(h) < Na(R').
(’L) : AO =0
(i) : M > 1sik > 1

1

On suppose que _—
ppose q { N1

(définie & partir d’un certain rang de sorte que A\ # 1) est aussi divergente. D’apres la

k> ko
question 20), le sous-espace V' = vect(¢x,—1)r > 1 (qui contient vect(¢x,—1)k > k,) est dense dans C([0, 1]) pour
la norme Ns.
Soit maintenant m un entier naturel et £ > 0. Par densité du sous-espace V' dans C([0, 1]) pour la norme N3,
il existe ) = Y 1 akdr,—1 € V tel que No((m + 1)¢,, —1p) < € et avec = m + 1, on aura, d’apres 22)

<¢m+1 Zakqﬁxk) < <m+1 Zakqﬁxk 1) <e

Donc ¢p41 € W™ . En plus, I'hypothése Ao = 0 montre que ¢o € W C W . La question 15) montre que W
est dense dans C([0,1]) pour la norme N



(i) : A=0 1 Ak
24) On suppose que (i) : ir>1f1>‘k < €t que la série kz:l " est divergente. Posons \ = kigf1)\k et Ay = N
Alors,
)i A =0 1
(2)/ ? ) et la série Z ~—- est divergente
(ZZ): )\k>151k>1 k;l)\k

D’apres la question précédente, le sous-espace W’ = vect(¢ x )k > o est dense dans C([0, 1]) pour la norme No.
Soit maintenant f € C([0,1]) et € > 0. Il existe ¢ = )/ ardy € W' tel que Noo(g — ¢) < € ol g est la

fonction continue définie sur [0, 1] par g(t) = f(t'/*). Posons encore ¢ = >}, ax¢x, qui est un élément de W
donné de sorte que ¢(t*) = 1 (t). Pour tout ¢, on a :

() = 9] = |g(t) - 6(8Y)] < £

Donc Noo(f — 9) < €. D’ott la densité de W dans C([0, 1]) pour la norme N.



