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CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES N°2

Premiére partie

Si C' =0, alors A,, = 0 pour tout n car tous ses coefficients sont nuls.

Supposons A,, = 0 pour tout n et montrons par récurrence que ¢, = 0. C’est vrai pour n =0
car Ag = 0. Sic,p =0 pour k <n—1, alors A, est un déterminant antidiagonal égal a 4-c**!
(les coefficients en haut de la seconde diagonale sont nuls), d’oit ¢, = 0. La suite C' est donc
nulle.

Par hypothése, pour tout n > p, on a ¢, = Aicp—1+ -+ Apcp—p, donc en notant Ly la k-iéme
p—1

ligne de A,, pour 0 < k < n, on obtient L, = > A,_;L;, donc A,, = 0 pour tout n > p.
i=0

Comme 1 <p<m+let2m+2<n,onan—m-—12=m+ 1. Pour k décroissant de
P
n—m—14am+ 1, on effectue Popération élémentaire Lj, < Ly — > A;jLi—;. On obtient
j=1
0 ... 0 a
A (%)

0 D ot D" est un déterminant antidiagonal

alors par blocs Ay, 1 = ‘

a
On en déduit que A,_,,_; = +a" 2" 1A, donc si A,, #0et A,_,,_1 = 0, alors a = 0,

p
) N . _ . .
cest-a-dire ¢,, = Y \jcp_j.
Jj=1
La condition est nécessaire a cause de 1.b.

Supposons que A,, = 0 pour tout n > m et A,, # 0 (si tous les A,, sont nuls, on est ramené a
la question 1.a). La derniére ligne de A,, 1 est donc combinaison linéaire des précédentes, d’ou

lexistence de A1, ..., A\j41 dans K tels que Ly, 11 = mil AjLpm+1—;. En regardant le coefficient

situé sur la ligne m+1 et la colonne k—m—1, on en (jzlg(liuit que, pour m+1 < k< 2(m+1), on

acp = misl Ajck—j. On applique alors la question précédente avec p = m+1. Pour n > 2m+3,
Jj=1 it

onan—m—12=2m+2,donc A,_,,_1 =0;0r A, #0, dott ¢, = Ajcn—j. La suite C' est
j=1

bien pseudo-périodique.

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle f sur C ; outre la partie entiére
éventuelle, qui est polynémiale, on obtient une combinaison linéaire d’éléments simples de la

forme m, ot A7! est un pole de f. Cette expression est développable en série entiére
— AT

avec un rayon de convergence |A|~!, donc f est développable de rayon R > min{|z| | z pole
de f}. La somrme de la série entiére étant continue sur le disque ouvert de convergence, on en
déduit qu’aucun des poéles ne peut étre dans ce disque ouvert, donc R est égal au minimum
des modules des poles de f.
o0
En utilisant 'identité pour |z| < R: P(z) = Q(z) > cpa™ ona: po+pix+ -+ +pa” =
n=0
(QO + qQ1T + -+ QSIS)(CO +cxr+---+ Cizl + - )7 on obtient Pn = qoCn +-- gnCo, AVEC la
convention p, = 0 pour n > r, on obtient comme gy = Q(0) est non nul, puisque 0 n’est pas
pole de f, un systéme échelonné par rapport aux ¢;, a coefficients dans K. Comme le coefficient
dominant de chaque équation est gy non nul, on obtient que les ¢, sont tous dans K.



p . )
(b) En posant Q(z) = Q(0)(1 — > Ajz7), on a g%g; = 823; > cpx™. Pour tout n > deg P, le
j=1 n=0

P
terme de degré n de ce polynome est nul, ce qui donne ¢, = Y \jc,—;, donc C est pseudo-
j=1
périodique.

P _ p :
3. (a) Onalimayoo >, [Aj|A77 =0, donc 34y > 1, VA > Ay, > |Aj|A77 <1, d’ou le résultat en
: =

j=1
multipliant par AP.
(b) On choisit M = max{Ay, |cx|"/*+t) |0 <k < p—1}, de sorte que |cx| < M*+ pour k < p—1.

Supposons que |cx| < M¥1 pour k < n — 1, alors |c,| < Z |\j| M= < MM en utilisant
i=1
le 3.a avec A := M. La récurrence est achevée.

p .
(c) D’aprés le 3.b, le rayon de convergence est > +-. Soit Q(z) = 1— Y Aja?. Alors les coefficients
j=1
du développement en série entiére de S(z)Q(z) sont tous nuls & partir de 'indice ¢, donc
S(z)Q(z) est une fonction polynomiale P(x), d’ou S est une fraction réguliére.

L’unicité vient du fait que si S(z) = 511((?) = gz((?) sur | —R, R|[, alors Q2P — P(Q1 est un

polynome s’annulant sur | —R, R[ donc est le polynome nul.

p _ d
4. (a) Onécrit @ =1— > N\; X7 avec \; € Zet P= 3 ap X" avec a, € Z. En écrivant Q () f(z) =

j=1 k=0
min(n,p)
P(x), on obtient ¢, =a,+ >, Ajcp—; pour n < det ¢, = E Ajcn—; pour n > d. Comme
Jj=1 J=1

co = ag, on en déduit facilement par récurrence que tous les coefficients ¢,, appartiennent a Z.
co + (1 — beg)x
1 — 5z + 622

(b) 1l suffit d’appliquer le (a), ce qui donne f(z) = S(z) =
Seconde partie

1. Si6==£1, u,(8) =0. Si|0] <1, alors "7 — 0 et |u,(8)] ~ w|6]™, qui est le terme général d’une

série géométrique convergente.

N
1
2. Ona — — . En développant en série entiére, on obtient pour
() ZX—?"k kzlrkl—% PP p
7’L (oo}
_ n / N .
|x] < 1?11@131\1 E E T = E Spr12". Comme P et P’ sont a coefficients

k=1n=0" n=0
entiers, les coefﬁments du developpement de P’/P sont entiers (d’aprés la partie 1, ou bien en

dérivant successivement P’/P et en prenant la valeur en 0), d’ou S,, € Z pour tout n > 1.
N
(b) D’aprés la question précédente, a, = — Z — qui tend vers 0 quand N — +oo car |rg| > 1
k=2 Tk

N
1
pour 2 < k < N. On en déduit que |u,(0)] = sin |ra,| < 7 E G qui est le terme général
Tk
k=2

d’une série convergente car ﬁ < 1 pour tout k > 2

k—1

3. (a) Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt montre que x = (2 | 21) 2k +Z (x| 2) z; pour
j=1

1 € k < n. La matrice de passage de (z1,...,2,) & (21,...,x,) est triangulaire supérieure avec

les coefficients (xy | z) sur la diagonale, ce qui permet de conclure en prenant son déterminant.

(b) Comme (z1,...,2,) est orthonormée, son déterminant dans B vaut £1, et | (x| 2k) | < ||@k]
n

par Cauchy-Schwarz, ce qui donne l'inégalité de Hadamard |det(x1,...,z,)| < H |z |-



4.

(a) La série Z@nm" est géométrique donc Ry = %9‘. Comme |0 ~ |cul, on en déduit que
n—oo
Ry = Ry = 1 | Enfin, |e,| < 1/2 donc Ry > 1
(b) dp = 0" —e, — 00"t —e,_1) = 0,1 — &,. Par hypothése, u, () = |sinwe,| —— 0, or
n—oo

|men| < w/2, donc (par continuité de arcsin) €, — 0, d’oit u,(0) ~ me,. On en déduit que
> |en| converge, donc 3 |d,,| également. Par suite, > d,, converge et d,, — 0 d’ott d2 = o(|d,,|),
ce qui entraine que Y. d2 converge également.

On effectue sur A, les opérations élémentaires sur les colonnes C; «— C; — 6C;_1 pour j

décroissant de n & 1. Les coefficients ¢; sur les colonnes 1 & n deviennent alors d;. En
n

appliquant I'inégalité de Hadamard, on obtient A2 < (2 + .-+ + ¢2) H Py,. Par ailleurs,
k=1

% < oF < pour tout k, donc en elevant au carré et en sommant de 0 & n, on obtient que

AZ < %Z HP 92"29%1_[13 oznnpk

n
x
En posant z, = K" H Pi,ona L = ¢2p, , — 0, donc z,, tend vers 0 par régle de
n—oo

k=1 n
d’Alembert, ce qui entraine que A,, tend également vers 0. Or (A,,) est une suite d’entiers,

donc elle est nulle & partir d’un certain rang.

D’apres 1.1.d, la suite (c¢,) est pseudo-périodique donc d’aprés 1.3, U est une fraction ra-

tionnelle. Comme W (x) = en est également une, V(z) = W(x) — U(z) est une fraction

1—6x
rationnelle.

D’apres le calcul fait en I1.4.b, > &, est absolument convergente, donc la fraction rationnelle
> ena™ n’a aucun pole de module inférieur ou égal & 1 ; ses seuls poles éventuels sont de
module > 1. Or comme le rayon du développement est (d’aprés 1.2.a) le plus petit module des

poles, on en déduit que Ry > 1.
P(z)
Q(z)’

a coefficients entiers tels que Q(0) = 1. En utilisant les trois derniéres questions, on a U(z) =
o0

1 1 A
10 nzzofsnx” = T 0s Big ou les seules racines de B sont de module > 1. On en

D’aprés le résultat admis en fin de premiére partie, U(z) = ou P et ) sont des polyndémes

1
déduit que Q(z) = (1 — 0x)B(x), donc 7 est I'unique racine de @ de module < 1



