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On notera B, la base canonique de V . Une matrice A de L est alors la
matrice d’'un endomorphisme de V dans B..

1 Partie I: Etudes de quelques exemples
1.1 A
1.1.1 A

(z,y) dans V' \ {0} . On complete respectivement x et y en des bases X et
Y de V,(de premiers vecteurs x et y ) et on considere ’endomorphisme f de
V défini par : Vj € [1,n] f(z;) =y; . Alors la matrice A de f dans la base
B, de V convient .

1.1.2 A

P, fausse , P3 vraie = P, vraie , Py et Ps vraies .

1.2 B

1.2.1 B

Pour tout T'de L Te, = (tpn)en . Par suite W = vect(e,,) est un sous
espave vectoriel non trivial L stable et Py est fausse .

1.2.2 B

Toutes les proprité Pic[y 5 sont vraies .

1.3 C
1.3.1 C

On se place dans ’hypothese ou L est un sous espace vectoriel contenant [
et ne contenant pas de matrice de rang 1 et avec n = 2 . Alors pour tout



élément A de L,et tout complexe u, A — ul est dans L de rang différent de 1
. Comme en dimension finie sur le corps C toute matrice admet une valeur
propre A la matrice A — Al est de rang strictement inférieur a 2 et donc
de rang nul . Conclusion : A = Al.Comme réciproquement les matrices
scalaires sont dans L , L est I’ensemble des homothéties vectorielles .

1.3.2 C
Si Py est vérifiée , comme toute droite est stable par une homothétie , on ne

peut pas se trouver dans le cas précédent et P; est fausse .

On suppose désormais que L est une pseudo sous algebre .

2 Partie 11

Comme [ est dans L , I’entier naturel m est bien défini.

21 A

Soit F' = {Nz /N € L} Comme L est un sous espace vectoriel de M, (R),
on vérifie aisément que F' est lui méme un sous espace vectoriel de V' qui est
L stable et distinct de {0} . Par suite P; donne F' =V .

Un calcul avec le vecteur x1 amene facilement & la caractérisation de la
liberté de la famille (Mo, M;)

2.2 B
MoNo(My(V)) = My(NoMy(V))

Ce qui prouve , L étant une pseudo sous algebre que My(V') est un sous
espace vectoriel non trivial MyNy stable . Par suite il existe un vecteur
propre (corsp de base C et dimension finie ) de MyNy dans ce sous espace
.Ce qui correspond a I’affirmation:

(e, z2) €eCx My(V)/z#0 et MyNoz = az.

Comme (Mg, Ny ) est libre ,rg(M; — aMy > 0.

Et on a aussi Ker(My) C Ker(M; —aMy) (inclusion stricte avec le résultat
précédent) donc rg(M; — aMy < rg(Mo)

L’élément M, est dans L et My — aMy # 0 aussi . Ce qui est absurde avec
I’hypothese faite sur m (qui intervient dans la liberté de la famille (Mg, My).
L’hypothése m > 2 est donc fausse et on conclut que m =1 .

3 Partie 111

Hypothese : n > 2, dim(L) > n? — 1
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3.1 A

Soit W' un supplémentaire de W et B une base de V adaptée d E = W W’
. m étant I’endomorphisme de V' de matrice M dans la base canonnique de
V alors

M(W) C W < matp(m) = ( )0( }Z/ )

ou X, Y, Z sont des matrices arbitraires avec X carrée de taille k = dim (W)

On conclut :dim{M e E|M(W)C W} =k>+(n—k)n =n’>—k(n—k)

Comme par définition (Ps) L contient {M € E | M(W) C W} cqui
conduit 4n? —k(n—k)>n'! —1=k=0 ou k=n.
Conclusion W est un sous espace vectoriel trivial de V'

3.2 B
3.2.1 B

dim(H) =2 dim(L) > n?—1 dans E de dimension n? . H et L ne peuvent
donc étre supplémentaires et dim(H N L) > 1.

Ej. , n’étant pas dans L ,pour un élément non nul P = o +SE},,, de HNL
, a#=0: Conclusion P est inversible et dans L

3.2.2 B

A= ZZ;% Eik+1 + En1 est dans L et inversible .
La partie B prouve que dans tous les cas L contient une matrice inversible .

3.3 C

La famille (A, A%, .. .,A"QH) comporte n? + 1 vecteurs dans un espace de
dimension n? . Elle est donc liée et avec deux coefficients de la combinaison
linéaire non nuls .La combinaison s’écrit donc, en factorisant :

A" ( i:o )\kAk) = 0 avec r entier , p entier non nul ,\g\, # O . Par
inversibilité de A , Y7 _ MAF =0. A\ # 0 donne que I est une combinaison
linéaire de A* avec k > 1 donc est dans L .

3.4 D

Un orthogonal d’une partie est toujours un sous espace vectoriel (intersection
de noyaux de formes linéaires )
Ve C, VM € LY'Ju € B, : (tMz)!Ju =t z(!JMu = 0 avec JM dans
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L .C, est L stable , Avec I dans L ,B, # {0} donc C,, # V et avec Py
(obtenue en A) :

C,=Br={0} et B, =V
. L* = {M* =3/ M/M € L} vérifie les mémes propriétés que L , et A joue
par rapport & L* le role de B par rapport a L . Donc A, =V .
vo #0,wog#0 Avo =V =V eV \{0O} 3J €L quad Jvy=zxet
Bwo =V =Vx e V\{0O} 3M €L quad 'Muvy=1y .
Comme toute matrice de rang 1 peut s’écrire Ry = 'y

Ry = JuhwoM = JMoM € L

Conclusion : L contient donc tous les éléments de la base canonique et
L=F.

|FIN PJ Centrale PC II 2001 |
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