Banque PT 2010 — épreuve B

Partie I
Question 1.1
2 0 1 5 -1 1
Les matrices des formes quadratiques associées sont Q1 = [ 0 2 -1 ]et@Q=|-1 1 =3
1 -1 1 1 -3 1

On trouve aisément leurs polyndémes caractéristiques :
dét(@Q1 — X1I3) = —X(X —2)(X —3) et dét(Qr— XI3) = —(X +2)(X —3)(X —6).

Ainsi, dans des bases orthonormées bien choisies, les équations deviennent : 2X2 + 3Y2 = 1 pour Q; ;
—2X?% +3Y2+62% =1 pour Q,.
On reconnait : @ est un cylindre & base elliptique ; Qs est un hyperboloide & une nappe.

Question 1.2
Posant f(ac,y,z):7x2—|—4y2—|—4z2—|—4xy—2yz—4xz—4x+5y+4z+4:0, on trouve que
Tr4+2y —2z=2
SN . 5 11 26 29
d =0 < = = — (= = =
gradf(z,y, 2) 2 +4y — z 5 (x,y,2) (27, 27 54)7
—2r—y+4z=-2

ce qui revient & dire que Qg est une quadrique & centre, et que I est son centre.

7T 2 =2
La matrice de la forme quadratique associée est Q3 = 2 4 -1 |, dont le polynéme caractéristique
-2 -1 4

vaut dét(Qz — XI3) = —(X — 3)%(X —9).

L’espace propre pour la valeur propre 9 est la droite dirigée par (2,1, —1) donc aussi par €.

L’espace propre pour la valeur propre 3 est ainsi le plan orthogonal, d’équation 2z +y — z = 0, dont il se
trouve que (€s, €3) est une base orthonormée.

Finalement, dans le repére orthonormé (I; €1, €3, €3), une équation de Qs est 9X24+3Y?+32%— f)=0

8
donc (si on a une calculatrice pour évaluer f(I)) : 9X% 4+3Y? 4+32% = —.
On reconnait un ellipsoide, de révolution autour de l'axe (I;¢€;) des abscisses X.
On trouve lellipsoide qui est baptisé Q dans la suite.

Question 1.3
Soit V' le volume demandé. Pour x = x¢ fixé, la section du volume avec le plan x = x¢ est un disque

) , 8 ) \/8 — 24323 ] )
d’équation 3y* + 3z° = o7 925 et donc de rayon ~+——5——, sa surface vaut S(zg) = ’/T(g — 3x().
On en déduit le volume demandé

%08 8 s 64mV6
9V3 Zo ‘ ™
V= S 3y dug =7 |20 43 - :
/_m m(g1 ~ 370) dzo 7T[81 xo}m 6561
9Vv/3 9Vv3

(La encore, sans calculatrice, c’est pénible.)
4 2 2 2
On connait peut-étre aussi la formule V = gwabc du volume de Pellipsoide d’équation — + Z—2 +—5 =1
a c

Question 1.4

8 —
Posant ¢(x,y, z) = 922 4 3y* + 322 — 570 o0 sait que 7y = grad(v)(zo, Yo, z0) dirige la normale au plan
tangent demandé. On trouve ici que 7 est colinéaire & (3zg, yo, 20)-

8
Ce plan tangent a donc pour équation 3zox + Yoy + 202 = 322 + Yo + 26 <= 3wox + Yoy + 202 = T

Question 1.5

T = xo + 3txg
"y , ) Yoxr — 3xoy = —2ToYo
I.5.a Lanormale est paramétrée par < y = yo +tyo et admet donc pour équations 0
20 — Yor =
2= 20 + t20 Yzo — Yo
par exemple.
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1.5.b  Comme M, P, @ et R sont tous les quatre sur la méme droite Ay, les trois vecteurs M P, M@

—_—
et M R sont évidemment colinéaires.

Question 1.6
Il est utile, voire nécessaire, d’avoir a disposition Maple pour traiter cette question. ..

ﬁ.
1.6.b  Un point M est sur le cone Cr si et seulement si la droite (T'M) coupe le plan z = 0 en un point
de Vellipse &.

I.6.a L’intersection de Q avec le plan z = 0 est D'ellipse & d’équation 922 + 3y* =

—
On aura alors T 4+ AXT'M € &, et on obtiendra une équation du cone en éliminant le parametre .
[.6.c On obtient ainsi

8 243

p+ Az —p)*+3(+ Ay -a)* =5 ?(er/\(a:—p))2 + 88*1(61+A(y—q))2 =1

r+Az—7r)=0 r+Az—r)=0
Observons que (z —r)(p+ Az —p)) =plz—7r) —r(r —p) = pz—rz et que (z —r)(g+ Ay —q)) =

q(z—=r)—r(y — q) = gz — ry, en utilisantr + A\(z — r) = 0, et donc qu’en multipliant la premiere égalité
par (z —)? on obtient bien une équation du céne Cr sous la forme :

243 81
?(rz —p2)* + g(ry —q2)? = (z—1r)%
. . . : 243 5 o 8l 2 2
1.6.d L’intersection Cr N (yOz) a alors pour équations x = 0 et <P + g(ry —qz)" =(z—1r)~
Cette deuxieme équation se développe en
243 81 81 81
(?p2 + §q2 — 122+ §r2y2 - rays T+ 2rz = r?
8 16 8
= (3p® +¢* - g)z2 + 12y — 2rqyz + 3= gvﬁ. (e)

1.6.e (e) est I’équation d’une conique du plan yOz.

8
La méthode du gradient (et I'utilisation de Maple !) montre que, si 3p> # —, cette conique a un centre

81
. 8 q g r N " .
de coordonnées y = ——————- et 2 = ——_———. L'origine ayant ét¢ translatée en ce centre,
81 3p% — <7 81 3p? — &1
Iéquation (e) se réécrit
8 24 p*r?
32+ ¢F — )22+ iy —2rqur = — ———. e
(3p"+¢" = gy)" +ry WS R § (€)
2, 2 8
. . ., 3p°+q¢ —— -—rq « , .
La matrice de la forme quadratique associée est ) = 81 ) et le polyndéme caractéris-
—rq r

tique de Q vaut X2 — tr(Q)X + dét Q.

Pour que l'intersection Cr N (yOz) soit un cercle, il faut imposer que @ ait deux valeurs propres égales,
donc que le discriminant du polynéme précédent soit nul.

On obtient ainsi la condition (tr Q) = 4dét Q ou encore

8> 8
<3p2 +q* +1° - 81) = 4r2(3p* — ﬁ)'

8
Cette condition impose que 3p® > 3T ce qui entralne que la trace est positive, donc la valeur propre
double également positive et finalement que (e’) est bien une équation de cercle.

On peut alors poser a® = 3p® — 30 et la condition (C) se réécrit

(@ + P +r°)2=4a*r? = d®+20r +r*+¢*=0 <= (a+x7)’+¢? =0 < ¢g=0¢cta=+r

8
H est donc hyperbole du plan y = 0 qui a pour équation 3z% — 22 = 31 (puisqu’on a écrit les coordonnées

de T sous la forme x =p, y =¢q, 2 =7).
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Partie 11

Question II.1

C est le cercle de centre §2(2,1,0) et de rayon R = V5 puisque son équation se réécrit facilement
(x—2)2+ (y —1)* =5.

Question I1.2

—
Pour trouver la tangente au cercle en O, on peut, par exemple, dire qu’elle est orthogonale & Q0O, on
obtient ainsi la droite du plan z = 0 qui a pour équation 2z + y = 0.

Question I11.3
La droite d’équation y = max — 3m — 2 a bien pour coeffiicient directeur m, elle passe bien par A : c’est
donc d,,.

Question I1.4
_2m—=-3m—-2-1]  |m+ 3

Vm? + 12 m2+1

C’est une formule bien connue : §,,

Question I1.5
d., est tangente au cercle si et seulement si §,, = R, c’est-a-dire, en élevant au carré si et seulement si

1
(m+3)2 =5m*+1) < 4m* —6m -4 =0 <= 4(m—2)(m+ 5) = 0. On trouve donc bien

deux tangentes issues de A, de pentes 2 et —1/2. On remarque au passage que ces deux tangentes sont
perpendiculaires en A.

ds a pour équation y = 2z — 8 (et z = 0, bien siir), elle est dirigée par iy = (1,2,0) ; on trouve son point
de contact P, avec le cercle en écrivant par exemple

z=0 r=4
Py € dy
*J_(F@ y=2x—38 — (y=0.
2 2 z—2420y—1)=0 =0
r+1

De méme d_;/, a pour équation y = — (et z = 0). La méme méthode fournit le point de contact

P_y /5 avec le cercle ; on obtient P_;,5(1,—1,0).

Ya

QV

Figure 1 deux tangentes
perpendiculaires issues de A

Question I1.6
Dans toute la suite de cette partie, on travaille dans le plan (xOy) d’équation z = 0 et on omettra la
troisieme coordonnée, toujours nulle, des points considérés.

Avec les notations usuelles, notre ellipse, centrée a lorigine et d’axe focal (Oy), a pour parameétres a = 1,

3 3 3
b=1/2 donc ¢ = % Ses foyers sont donc F (0, g) et F5(0, —g)
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2
a

Ses directrices sont d’équations y = +— =
c

ol%

2 c
+— ; son excentricité est e = — =
V3 a

Question I1.7
On utilise la formule de Green-Riemann pour calculer 'aire A demandée :

vl 3

2
1 1 n
.A:j{xdy:/ —cost costdt:f[t—i—costsint]2 =
£ 0o 2 4 0

Question I1.8

Le point B est le point de parametre ¢t = g En ce point, la tangente est dirigée par le vecteur de
V31

R

Une équation de la tangente est donc 2z + yv/3 = 2.

1
coordonnées (75 sint, cost) = (

Question I1.9
I1.9.a On reprend I’équation cartésienne de I'ellipse, sous la forme ¢(z,y) = 0 oit p(x,y) = 4z +y* — 1.

On sait que grad(y) dirige la normale au point courant.
On en déduit une équation de la tangente en un point (zg,yo) € € sous la forme 4xgz + yoy = 4x(2) + yg
ou encore 4xox + yoy = 1, puisque ¢(xg,yo) = 0.
11.9.b D est tangente a £ si son équation est équivalente a la précédente, pour des valeurs particuliéres
de (xo0, o).
Comme a et b sont non tous les deux nuls, ¢ n’est pas nul non plus.
a
4.’170 = —
D est alors tangente a & si et seulement si il existe (zo,y0) € € tel que bc c’est-a-dire si et
Yo = =
¢
. a2 b\ 2 . " 2 2 2
seulement si 4 <4—) + | -] =1 et on trouve bien la condition a” + 4b* = 4c¢”.
c c
I1.9.c 1 suffit de remplacer dans I’équation : D passe par M («, ) si et seulement si aa + b3 = c.

11.9.d  L’énoncé semble supposer a # 0.
On réunit les deux résultats précédents :

MeD c=aa+bs c=aa+0bp
e T 2 2 2 2 2 2 2 2 52
D tangente a & a® + 4b° = 4c a® + 4b° = 4a”a” + 8abaf + 4b°3

2

et, divisant par a“, on obtient la condition requise :

1
1+4m? = 4a® — 8maf + 4m*F? — (1 - BH)m? + 2apm + i a?=0.

II1.9.e  On cherche a quelle condition I’équation précédente a deux solutions distinctes : il s’agit bien stir de

1
Z—a%a—ﬁ%>0
ou encore 40 + 32 > 1 : il s’agit bien entendu des points & Pextérieur de D'ellipse, ce dont on aurait pu

se douter.

dire que le discriminant du trindme est strictement positif. On trouve donc 40232 — 4(

b a
Remarque : dans le cas 3 = %1, on ne peut plus poser m = ——, mais par exemple m’' = 3 On trouverait
a

1
alors la condition 1 — 2 + 2a8m’ + (Z —a?)m/? = 0 dont le discriminant vaut encore a® 4 4% — 1, ce qui
donnerait le méme résultat.
I1.9.f Les deux tangentes trouvées sont orthogonales si leurs coefficients directeurs m; et mo vérifient

myms = —1, ce qui revient a dire que le produit des racines de I’équation du second degré en m précédente
1.2
vaut —1. On trouve donc la condition iiﬁQ = —1 ce qui se transforme en 4a% + 43 = 5. On trouve

5
donc un cercle centré a 'origine et de rayon i, appelé cercle orthoptique de [’ellipse.

On trouvera la construction dans la figure 2, page 5.
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Figure 2 le cercle orthoptique de l'ellipse &£
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Partie 111

Question ITI.1

III.1.a Le parameétre ¢ vérifie y = ¢tz : ¢ est donc la pente de la droite (OM) ot M est le point de I de
parametre t.

III.1.b  On vérifie que M(—t) est le symétrique de M (t) par rapport a 'axe (Ox) qui est donc axe de

symétrie de T', permettant de réduire ’étude & ¢ € [0, +0o0.
4t

III.1.c  On écrit d’abord 2’(t) = EROE <0.
, 1—4t2 — ¢
Puis y/(t) = W, or

1—4t? —t* = (2 + 2+ VB) (2 +2—VB) = (12 + 2+ VB)(t — \/V5 = 2)(t + \/ V5 — 2),

qui a le signe de ty — t, ou tyg = 1/ v/5 — 2. On notera que y s’annule pour ¢t = 0 et pour t = 1 > t.

t 0 to +00
2] 0 - -
Y| 0 + 0 -
z 1 N\ (to) N\ -1
y 0 / y(to) N\ —00
Tableau 1 le tableau de variations
III.1.d T a une seule asymptote : la droite verticale d’équation x = —1.

IIT.1.e La tangente est horizontale aux points de parametres 0 et £tg.
Elle est verticale pour ¢t = 0, au point (1,0).
3—v5 V-1 VE-1
= et y(to) = tox(ty) = \/ V5 — 2 .
S = o et ylt) = toxt) ;

Si on avait une calculatrice, on trouverait x(tp) =~ 0,618 et y(to) ~ 0,300.

On trouve z(tg) =

IIL.1.f 2 étant strictement décroissante sur [0, +oo], il n’y a pas de point double quand ¢ décrit [0, +o0].
Le point double demandé est donc sur ’axe de symétrie : c’est 'origine, atteinte pour ¢t = £1.

Il.1.g Oma (2'(1),y'(1)) = (=1,-1) et (z'(=1),y'(=1)) = (1,—1) : les deux tangentes coincident avec
les deux bissectrices des axes, elles sont perpendiculaires.

III.1.Lh  On a fait tourner la figure suivante de 90 degrés, afin de la faire tenir proprement dans cette
feuille.

Figure 3 la courbe I'

Question III1.2

22 _
, obtenant 1’équation x = Y et donc finalement

x2 4 92
e) redonne le seul point (0,0) qui est sur I', on a montré

Si x # 0, on peut éliminer ¢ en écrivant ¢t =

]|

(e) : z(2? +y?) = 2 — y*. Comme pour z = 0,

que tout point de I' vérifie I’équation (e).

Soit réciproquement, un point M dont les coordonnées (z,y) vérifient I’équation (e) : si = 0, on retrouve
2

—~

y=0et M €T ;sinon, posant t = y/z, (e) fournit x = 1 et y = tx, de sorte que M € T.

+ 12
Finalement (e) est bien une équation cartésienne de T'.
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Question III1.3
Passant en coordonnées polaires, on écrit @ = pcosf et y = psinf, et 'équation (e) devient p*cosd =
cos 20

cosf
En effet, on n’a pas perdu lorigine (p = 0) qu’on retrouve pour § = iz.

p*(cos® 6 — sin? ). On en déduit qu’une équation polaire de T est p =

Question II1.4
On utilise la formule habituelle en coordonnées polaires pour calculer 'aire A demandée :

/4 2 /4 2
p cos” 26
=2 —df = ——df
A /0 2 /0 cos? 6

d9 Comme cos20 = 2cos’0 — 1 =

u’on transforme en posant ¢t = tanf donc dt = ——. — -1,
q P cos? 0 1+ ¢2

écrit

1 1
4 4 2t T
= — l)dt=|——= -2 tant +t| =2 — —.
A / <<1+t2>2 1+t2+> [th R M

Question III.5
Dans cette question, on suppose que v # 0, sans quoi 1’équation n’est pas de degré 3 et on ne pourrait
parler des trois racines t1, to et t3.

1—¢2
111.5.a 1l suffit de remplacer, dans I'équation de A, z et y par les expressions z(t) = I e et
43
y(t) = 1o Powr obtenir le résultat de ’énoncé.

II1.5.b En développant le membre de droite, on s’apercoit que le coefficient de ¢ vaut v(t1ts +tots +tst1),
et en identifiant avec le membre de gauche (puisque 'égalité de deux polyndmes sur R entraine ’égalité
de leurs coefficients), on trouve tyts + tots + t3t; = —1.

III.5.c  Si trois points de I', de parametres t1, to et t3 sont alignés, la droite A qui les porte a une
équation de la forme ux + vy + wz = 0, (avec v # 0 car une droite verticale ne coupe I' qu’en 0, 1 ou 2

points, jamais 3) et d’apres I’étude précédente on en déduit que t1to + tots + tst; = —1.
Réciproquement, si on suppose que tite + taots + t3t; = —1, I'un au moins de ces trois parametres n’est
pas nul, par exemple t3 # 0.

Si on avait t; = —to, on aurait t2 = 1 dont t; = 1 et t, = —1 (ou le contraire), ce qui correspond a I'origine

M(1) = M(—1) = O, et non pas a deux points distincts. On peut donc exclure le cas ol t; = —ts.

Soit alors A : uz + vy + w = 0 la droite qui passe par les points de parametres t1 et to, cette droite n’est
pas verticale car t; # —to.

Le calcul précédent montre que le polynéme P(t) = vt® + (u — w)t* — vt — (u + w) admet t; et ¢y pour
racines, donc se factorise en P(t) = v(t — t1)(t — t2)(t — 7), et on aura de méme tity + to7 + 7t = —1.
Mais t1ts + tots + tzty = —1 donc (t1 + t2)(t3 — 7) = 0 et 7 = t3 car t; # t3. On a bien montré que les
trois points de parametres t1, to et 7 = t3 se trouvent alignés sur la droite A.

Question III1.6

II1.6.a Le point A est de parametre t3 = 0.

I1I1.6.b D’apres la question II1.5, on aura donc t1to = —1.

II1.6.c D’apres la question II1.1.a, cela traduit Porthogonalité des droites (OM7) et (OMs).

II1.6.d Comme (OM;) L (OMs), on en déduit que O est sur le cercle de diamétre [M; Ms)].

Ce cercle est donc tangent en O & axe (Ox) si et seulement si son centre, le milieu de [M; Ms], est sur
I'axe des y, c’est-a-dire si et seulement si z(t;) = —x(t2), ce qui équivaut a la relation t3t3 = 1, qui est
satisfaite d’apres I11.6.b.

Question III.7

III.7.a  On a vu précédemment que dire que les points de parametres tg, t1 et t5 sont alignés se traduit
par la relation tgt + t1to + tatg = —1.

La droite d’alignement est la tangente au point de parametre 7 si le contact est d’ordre 2 en t = 7,
c’est-a-dire si t; = t5 = 7. On obtient donc que les parameétres ¢’ et ¢’ cherchés doivent étre les solutions
de Péquation 2tgT + 72 = —1, d’inconnue .

Cette équation se rééerit (74 t9)? = t3 — 1, donc ces points M’ et M” existent seulement pour to > 1 ou
to < —1, c’est-a-dire S & gauche de axe (Oy).
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Pour tg = £1, S = A, et il n’y a pas de tangente a I" issue de A (autre que la tangente en A elle-méme,
bien siir).

II1.7.b Les paramétres t' et ¢ des points M’ et M"' sont les solutions de ’équation en 7 : 7242ty7+1 = 0.
On adonct' +t" = -2ty et t't" =1.

Alors, le parameétre € du troisiéme point P d’intersection de I' avec (M’ M") vérifie

1
G+ +tt =-1 &= F+t")+tt"+1=0 <= —2to({+2=0 <= £ = e
0
t/2 -1 1 ,
IM1.7.c Comme t't" =1, ¢" = 1/t' donc z(t") = Pl —z(t') puis y(t") = t"z(t") = —yx(t ). Ainsi,
t/ _ t” t/ + % t/ t/,
la pente de la droite (M’'M") vaut-elle igt/; — gycgt”)) = o J; = —to.

(M'M") a pour pente —tq ; (OP) a pour pente £ = T cela confirme que ces deux droites sont bien
0

perpendiculaires.

HV

Figure 4 quelques constructions
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