Banque PT 1999 : Mathématiques II-A

Exercice 1

1 Equation de la surface S, ensemble des points
E équidistants de D et D'

Désignons par (X,Y,7) les coordonnées de F.
Soient A et B les points de (respectivement) D et D' d’abscisse .
Désignons par :

1
@= | 1], un vecteur directeur de D{ y = 2

0 z = —a
et par :

! = -z
7= —1 |, un vecteur directeur de 1’ { y =

0 z = a

Tous les points E vérifient :

|l A AE|| = |7 A BE|]

1 X —z J +a
inAE=1|nalv-z]|=|-2-a
0 Z+a Y- X
1 X —=z a—7
FABE=|-1|AlYV+z|=|a=2
0 7 —a Y+ X

Donc une équation de S est :
207 +a)? + (VY = X)2 =2(a—2)? 4+ (Y + X)?

soit :
XY =2a7

ou :
ry = 2az

pour garder des notations avec des minuscules, en accord avec la question 2.
On peut remarquer aussi, et c¢’est probablement plus élégant, que si Py est le
plan d’équation z — y = 0, et Ps le plan d’équation z + @ = 0, ces plans sont
perpendiculaires, donc par application du théoréme de Pythagore, d(M, D)? =
d(M, P1)? 4+ d(M, Py)?.
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d(M, Py) = lz=ul

\/5 ﬁdM,Dzz(x_i 2.
) = o by = B
, 2
On montre de méme que d(M, DI)Q — @ + (z 3 a)Q.
e a2 y
M(:z:,yJZ)€S<:>d(M,D):a((M’D/)<:>%+(z+a)2:er

(z—a)! = zy=2az

On retrouve bien sir la méme chose.

Bien entendu, pour connaitre la nature de S, on peut diagonaliser sa forme
quadratique, mais on peut remarquer aussi que :

e (S - ()

Les valeurs propres de la forme quadratique sont 1/2, —1/2 et 0 et donc S
est un paraboloide hyperbolique, ce que nous allons redécouvrir dans la question
suivante.

2 Intersection de la surface S avec le plan d’équa-
tion z = h
La encore, en posant :

ety _z-y
V2 V2

ce qui est un changement de repére orthonormé, I’équation de S devient :

X = 7=z

X?2-Y?=4az
et on recherche la nature des courbes :
X?—Y?=4ah

suivant les valeurs de h.

Si h > 0, on obtient une hyperbole dont les foyers sont sur la “premiére bissec-
trice” du repére (O, i ;), d’asymptotes Oz et Oy.

Si h > 0, on obtient une hyperbole dont les foyers sont sur la “deuxiéme bissec-
trice” du repére (O, ;, ;), d’asymptotes Oz et Oy.

Si h = 0, on obtient I'union des droites z = 0 et y = 0.

Remarquons (non demandé) que si on coupe S par un plan X = houY = h on
obtient I’ensemble vide ou une parabole (c’est de 1a que vient le nom paraboloide
hyperbolique).

3 Etude des courbes Cj

a) Représentation paramétrique de Cj

zy = 2az

) 1 .
C'y est I'ensemble des points (z,y, z) tels que : { rsind — ysind
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r = 0
z = 0
Sinon (6 # 7/2), si on définit ¢ par = tcosf, on en déduit y = tsinf et :

Si @ = /2, on obtient la droite {

_ ,asinflcosf
N 2¢

On remarque alors que méme si § = 7/2, la représentation paramétrique précé-
dente est valable.

b) Nature de (%

Comme on ’a vu précédemment, si § = 7/2, on obtient la droite { f

Si 6 =0 ou # = m, on obtient la droite { sz i 8
Sinon on a une parabole, dont la projection sur le plan 2Oz est z = tiﬂﬁ.
za

4 Triédre de Frenet de Cy

Orientons Cy selon le sens des ¢ croissants. Alors :

t 1
s'(t) = \/1 + (= cosOsin0)? = —y/a? + (t cos O sin )2
a a

et donc :

FIi a cos 0

= = sin f
ds v/a? + (t cos @ sin )2

%cos fsin 6

Mais la question ne concerne que le point O, et on prend donc ¢ = 0, et donc :

cos
T(0) = | sino
0

Calculons e Sa premiére composante est :

d ( acosf ) _ at cos® #sin” 0
It - 5) — 3/2
dt \/a? + (tcosfsinf)? ((12 + (t cos O sin 9)2)

Sa deuxiéme composante est :

d asiné at cos? fsin® 0

dt ( \/a? + (t cos fsin 6)? ) o (a2 + (tcosfsin 9)2) ¥
Sa troisiéme composante est :
i( tsin 6 cosf ) _ cosf sin @ _ tcosfsin 0(2t)(cos sin 6)?
dt \/a2 + (¢ cos #sin §)?

1/2 3/2
(a2 + (tcosfsin 6)2> ((12 + (¢ cosfsin 6)2)
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d( tsinfcosf )_ a® cos @ sin 6

dt\\/a? ¥ (tcosfsinB)2/ (a2 + (tcosfsin 9)2)3/2
Et donc :
9,
a7 _ a? cosfsinf —tcos 99 511212
s = . 5 —tcosfsin
(a2 + (tcosfsin 9)2) a

En O, nous trouvons donc :

0
ar
E (0) N cos GOSin (i

Nous pouvons alors calculer le rayon de courbure R en O :
1 |cosfsind|
R a

R n’est pas défini si 6 vaut 0, 7/2 ou .

Nous en déduisons N = RC:[_’ pour 0 < f < 7/2:
s

0
N=1o0
1

et B=TAN. Donc, pour 0 < 6 < 7/2:
B = sinbi — cos 0;

Pour 7/2 < 6 < m, les N et B trouvés sont les opposés des précédents.

5 FEtude du centre de courbure de Cj au point O

a) Centre de courbure Iy de (s au point O

On a vu que R n’existait pas si § valait 0, 7/2 ou .
Sinon,

O—f(;):m—FRﬁ:m%-Rsz

s
Donc . a .
Iy = —
Ol cos fsin
b) Ftude de —— 4+ ——
ude de - ;
o) <O+ 3)
La troisiéme composante de O—Ig) est :
a
cos #sin f
Donc pour tout #, 0 <8 <,
1
-+ — =0
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Exercice 2

1 Séries entiéres solutions de 1’équation différen-
tielle (E)

On CheI’Che une Série entiére .

de rayon de convergence R non nul, solution de (Es). Les fonctions suivantes
ont méme rayon de convergence et ont pour développement en série entiére :

Y (z) = a1 + 2092 + 3agz® + -+ 4 (n+ a2 + -+

y'(z) = 2.1as + 3.2a3z + 4.3a42> + -+ (n+2)(n+ Dapgaz™ + -+

Gréce aux théorémes d’addition et multiplication des séries entiéres, on remplace
les termes précédents dans ’équation différentielle (Es).

Terme en z° : 2ag + 2as = 0.

Terme en z' : 2a; — 2ay + 3.2a3 = 0.

Terme en z2 : 2as — 2.2a5 + 4.3a4 — 2.1as = 0.

Terme en z° : 2a3 — 2.2a3 + 5.4as — 3.2a3 = 0.

Terme en "2 : 2a,_9 — 2(n = 2)ap—2+n(n—1)a, — (n —2)(n — 3)ap_2 = 0.
On peut aussi écrire les égalités précédentes sous la forme :

ap = —as
as = 0
4.3a4 = 2.2a2
as = 0
(n—1an, = (n—3)an_2

On voit que tous les termes impairs sont nuls sauf a; qui est indéterminé.
Pour calculer les termes pairs, on réécrit certaines des égalités précédentes et on
multiplie termes & termes :

as = —ag

3(14 = 1(12

5(16 = 3(12

7ag = 5a6

(2p—1)as, = (2p—3)ag-»
On obtient, pour p > 1:
aq
S T
Et donc :
x%P

y(z) = ag —|—a1m—agz

et 2p—1
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y(z) = ag + a12 — apz

p212p—1
(2 .
ylx) = ap+ a1x —age
pZOZp-I-l
Comme :
In(1 .'I‘2 ZES x?p—l CL‘2P
Il( +$)_$_7+?+...+2p_1_%+...
et :
In(1 2 8 z2—1  22p
—n( _m)—m+7+?+"'+2p_1+%+
on voit que :
1 3 28 z?p—1
§[ln(l—x)—1n(1+x)]_—x—?_?..._21)—_1_...
et donc : )
x —x
= ' =1
y(x) flo-l-lhli-l-do,2 Il(]_Hr)
, 1—
y(w) = woll+ Fn(g)l + e

Comme les séries entiéres représentant In(1 4 z) et In(1 — ) ont un rayon de
convergence 1, le rayon de convergence de la série de la fonction :

x 11—z
1421
R

)

est supérieur ou égal & 1. Comme la série diverge pour z = 1, le rayon de conver-
gence de la série de cette fonction est 1. Bien entendu, le rayon de convergence
de la série entiére 2 est infini.

On a mis les solutions de (Ez) comme combinaison linéaire de deux fonctions
linéairement indépendantes : on a un espace vectoriel de solutions de dimension
2. On a donc toutes les solutions de (Ej) sur ] —1, 1]

2 Etude de I’endomorphisme &

a) ® est un endomorphisme de R, [X]
®(P)=(1- X?)P"(X) —3XP'(X). Soient P et () deux polynémes de R, [X]
et soit A un réel.
(P +AQ) = (1 - X*)(P+2Q)"(X) = 3X(P+ Q) (X)
®(P+AQ) = (1 - X*)P"(X) - 3XP'(X)+ (1 - X))Q"(X) - 3XQ'(X))
(P +AQ) = 2(P) + A2(Q)

De plus si le degré de P est inférieur ou égal & n, celui de ®(P) aussi.
Donc ® est une application linéaire de R, [X] dans R, [X].
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b) Matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X]

La base canonique de R,[X] est {1, X, X%, ..., X"}
a(1) = 0
B(X) = —3X
P(X?%) = (1—X2)21—32X2—2—8X2
O(X?) = (1 - X%).32.X-33.X°=6X - 15X°

Q(X”)—(I—X) (n=1).X""2-3nX3=n(n-1)X""2—n(n+2)X"

Nous en déduisons la matrice M de ® dans la base canonique :

0 0 2.1 0 0 0 0
0 =31 0 32 .. 0 0 0
0 0o -42 0 - 0 0 0
0 0 0 -53 0 0 0
0 0 0 0 —(n=3)(n-1) 0 (n—1)(n—2)
0 0 0 0 0 —(n—2)n 0
0 0 0 0 0 0 —(n=1)(n+1)
0 0 0 0 0 0 0

c) Diagonalisation de ¢
La matrice M est triangulaire et le polynéme caractéristique est :
det(M — AL) = =A(=A=3)(-A=8) - (-A—=Jj({F+2) - (-A—n(n+2))
ol j est entier compris entre 0 et n (la dimension de M est n + 1).
Donc ® admet n+1 valeurs propres distinctes deux & deux : ® est diagonalisable
et chaque sous espace propre est de dimension 1.
Solutions polynomiales de I’équation différentielle (E;)
Cela revient & chercher le sous espace propre associé a la valeur propre —3 :
®(P)=-3P

On est ramené a résoudre le systéme linéaire :

o 0
tary [T =] °
z, 0

si le polynéme propre cherché est P(X) =2g+ 21X 4+ -+ 2, X",

=3 dzg+ 2124 = 0

(=3.14+1.3)z1 + 3.223 = 0
(—(n=3)(n—-1+13)ap_3+(n—1)(n—2xp_1 = 0
(—=(n=2)n+1.3)zp_o+ n(n— 1)z, = 0
(—(n=1(n+1)+1.3)xn_1 = 0
(—n(n+2)+ 1.3)x, = 0
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On voit que la seule solution est le polynome X (et ses multiples par une
constante).

Tout ce qui vient d’étre dit est valable pour tout n entier. Donc les seules
solutions polynomiales de I’équation différentielle (E3) sont kX (k € R).

3 Utilisation d’une fonction auxiliaire ¢

a) Calcul des dérivées y’ et y” en fonction de z et ¢

/(0) = o)) = T ()

V'(a) = (@) = 016" @) + o))

b) Valeurs de a pour lesquelles il existe un changement de
variable convenable

Remplagons y, ¥ et ¥ dans (E,) par les valeurs calculées ci-dessus :

dz d’z dz
(1— 2% (@“(I)% + @'Q(I)d—pg) - al’@’(l’)% +az=0
d*z dz
2 12 2 1" / _
(1=2")¢ () g + (1= 7)¢"(2) = 0agf () 2 + 02 = 0

On veut se ramener a une équation différentielle & coefficients constants, c’est-
a-dire on veut qu’il existe A € R et B € R tels que :

(1-2%)¢"(z) = A

(1-2”)¢"(z) — axg'(x) = B

Dans | — 1, 1], la premiére équation impose :

Sy = L

oﬁﬂ:\/Zouﬁ:—\/Z.
Alors :

() = (1_/3%

Si nous remplagons dans la deuxiéme équation, nous obtenons :

Bz B azxf _
Vi—z2 JT—22

La seule solution possible est B=0et donca=1et A =1.

Donc si @ = 1, il existe un changement de variable ¢ = arcsin(z) + C (C € R),
transformant (E1) en une équation différentielle linéaire & coefficients constants.
Si a # 1, il n’existe pas de tel changement de variable.
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c) Résolution de (E;)

Alors (Eq1) est équivalente & :

() +2(¢) =0

L’équation caractéristique est r? + 1 = 0.
Les solutions sont donc :

z(p) = Cycos(p) + Casin(p)

avec (C1,C5) € R2.
Si on choisit ¢ de sorte que ¢'(0) = 1,

Al — !
%(m)—ﬁ

et ¢(z) = arcsin(z) + C. On peut choisir C' = 0. On obtient donc les solutions
y(x) sous la forme :

y(z) = Cy cos(arcsin(z)) + Cs sin(arcsin(z))
avec (Cy,Cy) € RZ.

On retrouve la fonction z + x qui est solution quel que soit a et la fonction
z +— /1 — 2? qu’on aurait pu obtenir aussi comme somme de série entiére.
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Exercice 3

1 Enveloppe L de la famille de droites (A;)cr

La droite (A;) est ’ensemble des points P tels que MP.OM =0
1 1
<Z ) > « <t(1+t25 > -0
1 1 =
Y= 15 42

soit :

t(1+tH)e —14+12(14+t)y -1 =0
tm+t2y—1:0

L’enveloppe de la famille de droites (At)teIR est donc obtenue en résolvant le
systéme :

1

tr + t2y
0

xr + 2ty

dont 'unique solution (¢t # 0 ) est :

{; i —21//1t1t2

Finalement, ’enveloppe de la famille de droites (At)teTR est la parabole d’équa-

tion :
Yy = e

moins origine (0, 0).

2 Etude de la courbe C,

a) Comparaison de C, et C_,

1 1

0= Tranre 0= e

donc pour tout t dans son domaine de définition :

$—a(_t) = _wa(t) et y—a(_t) = ya(t)

Les courbes C, et C'_, sont symétriques I'une de 'autre par rapport a ’axe des
Y.

b) Branches infinies de C,

Les seules branches infinies sont obtenues pour ¢ tendant vers a.

1
I r(t) = — ot I t) =
t—1>T— #(?) e t—LT— y(t) 14 a2
lim 2(t) = +oc et lim y(t) = —
m x = [ee] € m =
t—at . t—at v, 1 + (1,2
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¢) Forme de la courbe au voisinage de ’origine

lim z(t) =07 et lim y(t) = 0%

t— 400 t—+4o00
lim z(t)=0% et lim y(t) =0*
t——00 ’ t——00 ’
Posons u = 1/t.
1 u?
r = =

t+a)t2+1) (14 au)(1+u2)

Comme : .
T au = 1—au+au2+u261(u)
1 2 2
T2 =1—u"+uea(u)
1
e = |- ont @ =Dt d el
et donc :
u? 3 4 2 5 5
z(1/u) = m =u” —au” + (a° — 1)u’ 4+ u’es(u)
Evidemment : )
y(1/u) = 1_1:—2 =u? —u* + u’es(u)
) " v
Donc : ( )
0 1 eelu
_ 2 3 3( €s
omtm =t (V) + (5)++* (56)
avec

limej(u)=0, i=1,...,7

u—0

Donc la courbe admet un point de rebroussement de premiére espéce & 1’origine.
La tangente & la courbe (complétée par I’origine) a 'origine est portée par ’axe
des y.

On peut remarquer aussi que OM est colinéaire & (t_%z, 1) qui tend vers (0, 1)
lorsque ¢ tend vers +o0o0 ou —oco, d’oil la tangente en O, la nature du point
(rebroussement de premiére espéce), s’obtenant par examen des signes de z(t)
et y(¢) au voisinage de 0.

d) Variations de = et y
—(3t? + 2at + 1)

“0= Grae e
y'(t) = 2
GESYE

Le signe de z’ dépend du signe de —(3t2+2at+]). Le discriminant de 3t2+2at+1
est A=a?2—3. Comme0 < a < \/3, le discriminant est négatif pour tout ¢
réel, donc 2/(t) < 0 pour tout t réel (différent de —a).

y'(t) <0sit>0ety(t)>0sit<O0.
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Tableau de variations

t —00 —a 0 +oo
ZM 0 - - 0
0 +0o0o
x(t) N ~ l/a\‘
—0 0
RN
y(t) eE)
0 0
vy 0+ | + 0 -

3 Etude de trois points M(t,), M(t3) et M(t3)

a) Condition nécessaire et suffisante pour que les trois points
soient alignés

My, My et M3 sont alignés si et seulement si les vecteurs My M3 et Mo Mj;
forment un systéme libre c’est-a-dire si :

L1 — &3 T2 — I3
Y1 —Ys Y2 —Ys
Soustrayons la troisiéme colonne aux deux premiéres dans le determinant :

I it} 3
i y2 y3 |=0
1 1 1
Nous obtenons :
1 — X3 T2 — I3 I3

yi—y3 y2—ys y3 |=0
0 0 1

En développant suivant la derniére ligne, nous trouvons le premier déterminant
rencontré.

(¢
b) Calcul du déterminant A = | y(t1) y(t2) y(ts)
1

Remarquons d’abord que y(t) = (t 4+ a)z(t).

Donc :
I(tl) $(tg) $(t3)
A = (tl + (I,)T(fl) (tg + (I)Jf(to) (t3 + a, .T,‘(t3)
z(t1) z(tz) z(ts)
1 1 1
A= .E(tl).ﬂ(tz)l‘(tg) (tl + (1) (tg + ll) (tg + (1)

(i +a)(1+17) (ta+a)(1+15) (ta+a)(l +15)
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Si on soustrait la premiére colonne aux deux suivantes, on est donc ramené a
calculer le déterminant :

tog —1 itz —1t
Ay = 2 1 3 1 ‘

(ta+a)(1+13) — (1 +a)(1+1])  (ts+ a)(1+13) — (t1 + a)(1 + 1)
Remarquons alors que :

(12 +a)(1+13) = (0 + a)(1 4 £3) = (b2 — 1) + (53 — £3) + alta — 1)

(ta+a)(1+12) = (t1 +a)(1 +12) = (t2 — t1)<1 + 124 tity + 17 +aty + atl)
Donc :

1 1

Ar = (fa—t1)(ta—t) ‘ 1412+ tyto+ 17+ ats +aty 1+ 13+ tits + 13 + ats + aty

Ay = (tg —t1)(ts —t1) ((tg —12) +t1(t3 — t2) +a(ts — tg))

Ay = (ta —t1)(ts —t1)(ts — 12) (fs +its+ 11 + a)

Finalement, on a bien :

plha) 2(t2) o) | (g g as = 1) (1 = 1) (a 11 + 12 + 1)
v ) W) = G + s+ (1 B B)(1+3)

¢) Condition nécessaire et suffisante pour que trois points
distincts de C, soient alignés

C’est une conséquence immédiate de la question précédente. C’est que :

a+t+ta+t3=0

4 Etude des points (), intersection de la droite
(AP) et de C,

a) @) existe pour tout point P différent de A’

Désignons par tp le paramétre de P et par £g celui de Q).
A, P et @) sont alignés si et seulement si :

a—a/3+tp+tg=0 et tp# —a/3 et tg# —a

La premiére condition s’écrit :

—2a

Donc, si tp # a/3, tg est bien différent de —a.
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b) Si P, P, et P; sont alignés, alors (), (), et ()3 aussi.

Soient 1, ty et t3 les paramétres respectifs de Py, Py et Pg et ], t} et th ceux

de Ql; Qg et Qg.

Dire que A, P1 et @1 sont alignés est équivalent a :

2a
tl-l-tll-l-?azo

De méme pour A, Py et () :

2
t2+t’2+—a:0
3
et pour A, P3 et Q3 :
, . 2a
t3+t3+?:0

Or Pyi, Py et Ps alignés est équivalent a :
a+ti+ta+13=0
Additionnons les trois égalités précédentes. On obtient :
2a 4+t +ty+ts+t) +th+15=0

et donc :

a+t)+th+15=0

Donc @1, @2 et Q3 sont alignés aussi.
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