Corrigé AgroB 2012

. Détermination des lois de X et de N

a) Questions de cours : 0 suit £(1/a), E(0) = a, V() = o?

b) Fonction de répartition : {

Vo >0, F(z)=1—e %/
sinon, F(z)=0

a) (N =n)=(0€[2mn,2n(n+ 1)])
N est & valeurs dans N
VYneN, P(N=n)=F@2n(n+1)) — F(2rn) car §est une variable & densité

P(N =n) = e 2/

Questions de cours : E(N) =

— e 2m(nt1)/a — (1 _ 67277/04) (67271-/04)”

N suit la loi Gy(p) avec p=1 — e~27/

6727r/a

s

S S

(X=kNN=n)= (06[27m+2(k_1)77727m+2kﬂ[)

2k 2(k—1 -
P(X—kﬂN—n)—F(27m+:)—F(27m+(8)7T>

6727r/a

D - 1-— 6_27"/0" 4 o p2 (1 _ 6—277/04)2

Il
o

P(X =kNN =n)=q"¢"* (qil/s—l)

1

q €]0,1[ d’ou " g™ est convergente et Y.~ (¢" = ——

D'ou Y P(X = kNN =n) est convergente et .~ P(X =kNN =n) =

n

1—-¢q

qk/s (q—l/s _ 1)
1—gq

On peut aussi remarquer que les événements (X = kNN =n), .y sont 2 & 2 incompatibles et par la
o—additivité, Y P (X = kN N = n) est convergente
(N =n),cy formant un systéme complet d’événements, P(X = k)= >~ P(X =kNN =n)

qk/s (qfl/s _ 1)

P(X=k) = =

X est a valeurs dans {1, .., s}

22:1 P(X = k) =

22:1 P(X = k) =

qfl/s -1 ZS (ql/s)k _ qfl/s -1 q(s+1)/s _ ql/s
1—q —F= l—q  g¢'/s—1

1—q'* g—1 1

l—q ¢'/s—1 "

n=0

car ¢'/* #1



d) P(X:kﬁN:n):q"qk/s(q_l/s 1)
k/s (,—1/s _
q (q 1) _ qnqk/s (qfl/s _ 1)

P(X =k)P(N =n) =pg"——
YneN,Vke {l,.,s}, P(X=kNN=n)=P(X =k)P(N =n)
’X et N sont indépendantes‘

B. Numéros gagnants équiprobables

1. a) Quand atend vers +oo , ¢ tend vers 1
(k=1)/s (1 — 1/s
P(X=k) =1 (1-d")
l—gq
g=1—pavecp—0
1
¢"/* =(1=p)"*=1=—p+olp)

1
sP_ 1
P(X=k) o 2=
p—0 D s
1
s

Vk e {1,..,s}, lim P(X = k)

la loi limite de X est la loi uniforme sur {1,..s}
b) Quand aest grand, chaque secteur a la méme probabilité d’étre obtenu et donc la position initiale n’a

presque pas d’influence sur le résultat

P(X=1NN=n)=P(@<c2mn,2mn+7—w[)=F 2+ —w) — F(2mn)

2. a)
2mn =W
P(leﬁNzn)zeiT l-e «
P(X=2NN=n)=P@€2mm+7m—w2mn+2r))=F2r(n+1))— F2mn+7—w)
2mn T™T—Ww 2m
P(X:QmN:n):(;T e a —e a
Comme dans le A.3.b
T—w 2m\ "
P(X=1) =YY" P(X=1NN=n) = [1-¢ « > e o | série convergente car
2m
0<e a <1
T—w
P(x—1)=1=¢ 2
27
l—e a
mT—w 2m 2m\ "
P(X=2)=Y2,P(X=20N=n)=|e o —e a Y neo ¢ a



b)

c)

T™T—Ww 2
e « —e «
P(X=2)= 5
l—e «
27
T™T—Ww 27 T™T—wWw T—w _zr
- - - - l+e «
P(X=1)=P(X=2)<=e a —e a=1-e a <=e¢ = 5
0 —m
w —_— —_
— Q@ @
P(X=1)=P(X=2)«=ea =% —a (D) >0
@

Si a et b sont strictement positifs, a=b<=lna =1nb
Dou P(X =1) = P (X = 2) :»len(ch( ))
@

™
«

PX =1)=P(X=2) < w—al(h(]))

Remarquons que la loi de N ne dépend pas des secteurs tracés sur la roue
2mn m™— W

P(X=1NN=n)=e & |l-e «

—e Ir 2
P(X=1)P(N=n)=————(l-¢ a) a =P(X=1NN=n)
1—6_2

Les événements (X = 1) et P(N = n) sont indépendants d’ou (X =2) = (X =1) et P(N = n) le sont
aussi

VneN,Vke {1,2}, P(X =kNN =n)=P(X =k=P(N =n)

’X et N sont indépendantes‘

la fonction chest de classe C*° sur R a valeurs dans ]0, +o00[ et la fonction Inest de classe C* sur
0, +oo]
Par composition, ¢ est de classe C* sur |0, +00|

Va >0, ¢'(a) = In (ch (g)) _ gsh (g) ch(17T) I (g)

a
h h?z — sh? h
1 est dérivable sur ]0, +oo[et Vo > 0, ¢'(z) = % + x% - % = ﬁ >0

1 est strictement croissante sur ]0, +oo[ et li(r)nw(x) =0-1In(1)=0

Donc ’V:c >0, Y(z) > O‘
Or, Va > 0, ¢'(a) = = (g) <0

Donc ’ © est strictement décroissante sur |0, —|—oo[‘

Tooon . 2
[0} « — 1 «
ln(ch (E)) :lnﬁzln e | +1n 1te @
o 2 2
—2m
l1+e
pla) =7+ aln 5



o —2m

o «
lim In L = ln1 d’ou lima In L =0
0 2 2 0 2

lérilcp(a) =7

© étant décroissante sur )0, +oo[,Va > 0, p(a) <7
T
D’autre part, Voo > 0, p(a) > 0 car ch (—) > 1 ( on montre rapidement que Vz > 0, chx > 1)
o
D’ou Yo > 0, p(a) €]0, 7]
Donc en prenant w = ¢(«), on eut diviser le disque en deux secteurs le premier d’angle 7 — w et le
deuxiéme d’angle 7 + w de telle sorte qu’il y a équiprobabilité d’obtenir I'un ou I'autre des secteurs

0 e (2) =1 o (o (3)) o (7)

x? x?
424+ —=+1—z+ = +o(z?) 2
_ 2 2 _ T 2
chx = =1+ —+o(z?)
2 ) 2
D’ou ch (E) -1 - 1(E)
1o} +oo 2 \av
2
9 2 5a

limp(a) =0

Quand « tend vers 400, w tend vers 0 et on retrouve le résultat du B avec s = 2, a savoir qu’il y a
équiprobabilité des secteurs de méme angle, quand « est trés grand.

C. Parties enchainées

1. a) Pour s =3, la loi de X ( de la partie A)est :
=173 (1 = g1/3)
l—gq

-Si X; = 3, avant le (i + 1) —éme lancer, la position initiale est Iy,

et donc P(X;41 =k/X; =3) = P(X =k) = gorF~!

-Si X; = 2, avant le (¢ + 1) —éme lancer, la position initiale est I5, et donc
P(X;41=3/X;=2)=P(X =1)=qo

P(Xi41=1/X;=2)=P(X =2) = qor

P(Xiyp1=2/X;=2)=P
-Si X; =1, avant le (1 4+ 1

1

Vk € {1,2,3}, P(X = k) = -
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P(Xiy1 =2/X;=1)=P(X =1) =qo
P(Xiy1=3/X;i=1)=P(X =2) = qr
P(Xi+1 - I/Xz = 1) :P(X = 3) :qo'r'2

b) On vérifie que ay,; = P(X;41 = k/X; = j)
ligne 1: a1,1 = qO7‘2 = P(Xi—i-l = I/Xz = 1), ai2 = qor = P(Xi—i-l = 1/X1 = 2), ai1,3 = qo =
P(Xiy1 =1/X; = 3)
ligne 2 a21 = qo = P(X'H-l = Q/XL = 1), a2 = qOT2 = P(Xi+1 = 2/X, = 2), ai3 = qor =
ligne 3 . a371 = qor = P(Xi+1 = 3/Xl = ].)7 a372 = qo = P(Xi+1 = 3/Xl = 2)7 a373 = QQT2 =
P(Xiy1 =3/X; =3)



c)

(Xi = j)j=1,2,3 forme un systéme complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales :
Pour k=1,2,3, P(X;1 =k) =30 P(Xip1 = k/X; = j)P(X; = j) = Y 0_  an ;P (X; = j)

par récurrence immédiate : Vi > 1, Y; = AU, car la position initiale avant le premier lancer est Iy

P(X =1) do
etdonc Vi=| P(X=2) | =| qr | =AU
P(X =3) a

Vi>1,Y; = AU

0 1 0
J2=( 0 0 1
1 0 0
Dou | A = qp (7"2]4— J—|—7‘J2)
0 0 1 1 1
1 0 0 1 =11 1
0 1 0 1 1

Donc 1 est valeur propre de J et est un vecteur propre associé

1
1
1
0 0 1
1 0 0 P>l =3l 7
0 1 0 J ¥
1
Donc j est valeur propre de J et ( 52 est un vecteur propre associé
J
0 0 1 1
1 0 0 =52 j
0 1 0 52 52
1
Donc j2 est valeur propre de J et J est un vecteur propre associé
j2

J étant une matrice d’ordre 3 admet au plus 3 valeurs propres.
On vient de montrer que 1,7 et j2 sont valeurs propres de .J, il n’y en n’a pas d’autres

sp(J) = {1,3,5°}]

P = (ei27r/3)3 — 2T —
s 1- (ei2ﬂ'/3)3

S i27/3 i2m/3
14+ 5% = 14273 4 (e27/3) 1 _ gizn/3
raison différente de 1)

—i2m /3 _ pi2mo—i2m/3 _ (ei27r/3)2 — 2

=0 (somme de termes d’une suite géométrique de

j=e

On sait d’autre part, comme on a trouvé 3 valeurs propres distinctes, que J est diagonalisable ( dans
C) et que chaque sous-espaces propre est de dimension 1.

Comme on a trouvé des vecteurs propres directement, on peut sans calcul écrire :

E, = vect(e1) avec g1 = (1,1,1)



E; = vect(g3) avec g5 = (1,52, )
Ej2 = vect(es) avec e3 = (1, 4, j7)
Notons P la matrice de passage de
P est une matrice inversible

la base canonique & la base de vecteurs propres (e1,€2,€3)

1 0 0 1 1
Par le thm de changement de base : | J = PDP~! avec D = 0 5 O et P= 1 452
0 0 42 1 5 42
B 1 1
e) P=| 1 5 342
I
1 1 1 1 1 1 3 0 0
PP=| 1 j 42 1 42 4 =| 0 3 0 | =3lenutilisant j52 =1et1+j+5%2=0
1 4% I 0 0 3
On en déduit l'inverse de P , car <P> P=1
1—
pPl'=_P
3
f) A=qo (r2]+J+7“J2)
I=PIP ', J=PDP ', J?2=PD?P!
D'on A=P (qorQ‘I + qoD + qOTD2) p-!
1 0 O 1 0 0
D= 0 5 O D= 0 452 0 car j* =j
0 0 42 0 0 4
+14+r 0 0
A=PAP ' avec A =qyr’l +qD 4+ qrD?>=¢qy| 0 r24+j+rj2 0
0 0 2+ 524 rj
2 _ —q 2 _
l+r+7 —1_q1/8d0uqo(r +1+7)=1

A= PAP~ ! avec A =

2 0 |, avec ds =qo (r? +j+7j%) et 63 = qo (r® + 5% + 1))

S O =
O o>n O

0

3

2=10qo (7”2+3+7‘j72) =qo (r* +5°

+7j%) = qo (r? + 3% +1j) = 03

)
Pt (P2 =t G+ ) P+ ) e (P ) 1=t = -+ 1

0
1—r)(1—r3):1—r—r3+7‘4

0205 = 0o =2 (1 —7) (1 —1%) =
1— 3
S PR R M
1—173
(1—-r)3
1—r3

1)
(T2_|_j+,rj2 0 (T2+j2+Tj) :7,4_|_T2j2+r3j_|_T2j+j3+Tj2+r3j2+rj4+r2j3
(

5203 =¢q3 (1 —) (1 — r3)

(1—r)3
1—173

<1-73(carr®<1)

<1<=3r(r—1) <0 ce qui est vrai car r €]0, 1]




1 0 0
IlmA”=| 0 0 0 | carl|ds] =103 <1
0 0 0

les coefficients de A™ étant obtenus par combinaison linéaires des coefficients de A™, on obtient :

1 00
limA® = P| 0 0 0 |P!
0 0 0
(11 1 0 0 1 1 1
= 3 1 42 4 0 0 0 1 5 42
1 5 42 0 0 0 1 452
(1 00 11
= 3 1 0 0 1 5 42
1 00 1 42
1 1 1
:% 1 1 1
1 1 1
Comme Y,, = AU, il vient
' (1 11 0 !
hmYn:§ 1 1 1 0 =3 1
1 1 1 1 1
. 1
Vk e {1,2,3}, imP(X =k) = 3

D.Autres modeéles de parties enchainées

1. a) Notons T; 'angle effectué par la roue au i-éme lancer.f; = 2221 T;
(T;) est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi admettant une espérance m et

0, —1
un écart-type o, d’aprés le thm de la limite centrée, pour [ grand, on peut approcher la loi de d ﬂm
o
par la loi N(0,1)

Ou encore, on approche la loi de 6; par la loi normale de moyenne Im et d’écart-type ov/I,avec m =
E@)=aeto=a«

b) On sait que G(r) + G(—r) =1;
G(r) — G(—1) = 0,95 <= 2G(r) — 1 = 0,95 <= G(r) = 1,95/2 = 0,975
Par lecture du graphe de G : cela donne r =2 (‘4 10~* prés)

D’oflenposant’ a=1Im—2x0Vl eta:lm+2*o’\/2‘

Ol—lm

alors P (a <6, <) :P(—QS SQ) =G(2)-G(-2)=0,95

o
¢) a=10m, 1 =100
a = 10007 — 2007 = 8007 et b = 10007 + 2007 = 12007
P(ni <N <ny)=P2mrn <0, <2(n2+1)7))
En prenant 2nym = a et 2(ny + 1) m = b, on aura bien P (ny < N; < ny) =0,95
2ny = 800 <= ny =400 et 2 (ng + 1) = 1200 <= ny = 599

|1 = 400 et ny = 599 |




Montrons que le couple (a,b) trouvés ci-dessus est tel que P (a < 6; < b) > 0,95 et b — a minimal.
Cela revient & montrer que si = et y vérifie G(y) — G(x) > 0,95 alors y — z > 2r
Pour cela, étudions la fonction : H(z) = G(x + d) — G(x) avec d fixé d > 0

(v +d)? x?

H(@) >0+ (r+d)? <2’ <= d2z+d) <0+ 2 < —d/2

D’ou H est croissante puis décroissante et admet donc un maximum en z = —d/2

H(-d/2) =G(d/2) — G(—d/2) =2G(d/2) — 1

H(-d/2) > 0,95 < G(d/2) > 0,975 <= d > 2r

Donc pour qu’il exsite = tel que H(z) > 0,95 , il faut que que d > 2r

Donc pour qu'il existe x et y tel que G(y) — G(x) > 0,95 , il faut y — x > 2r

Les valeurs trouvées pour ny et ng sont telles que P (n; < N; < mg) > 0,95 et telles que [n1, ng] soit
de longueur minimale



