Corrigé Epreuve B Agro Véto 2010

Corrigé proposé par Martine Ginestet BCPST2 Fénelon
dessins de Bruno Anselme Fénelon

Partie A Loi gamma

1. a)

b)
2. a)
b)
c)
3. a)

Par croissances comparées, . ligl t*~le=t/2 = (), donc il existe un réel A > 0 tel que :
— 100

V> A, e t? <1

D’autre part , Vt >0, t* e t/2 >0

’il existe A>0tel que Vt > A, 0<t* e t/2<1 ‘

La fonction : f : ¢+~ t®"1le~! est continue et positive sur ]0, +oo[

Vi> A, 0<trlet <et/?

et f:oo e t/2dt est convergente ( car f0+oo e~ %dt est convergente pour tout a>0)
Par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives,

f:{oo t*~le=t/2dt converge

vt €]0, 4], 0<telet <ol
fOA t*~1dt est convergente car  — 1 > —1

Par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, fOA t*~le~tdt converge

ll’intégrale I'(«) converge pour « > O‘

ra) = f0+oo e~tdt = 1 ( densité d’une loi exponentielle de paramétre 1)

INa+1)= f0+°° toe~tdt

On pose : { uft) = ¢ w(t) = ot u et v sont de classe C'* sur ]0, +-o0[
V() =et wt)=—et ’

tliinoou(t)v(t) = 0 par croissances comparées, 7}i_r)r(l)u(t)”u(t) =0cara>0

On peut donc faire I'intégration par parties directement dans l'intégrale généralisée :
D(a+1) = ut)o®)]s™ +a [t e tdt = al(a)

’Va >0, T(a+1)= af(a)‘

Par récurrence immeédiate :

(¥neN*, T(n)=(n-1)]

©,.» est positive ou nulle sur R, continue sur R sauf peut-étre en 0.

S22 ena@)de = [ g 5 (2)de
A Taide du changement de variable t = Az, fOJrOO P (T)dr = ﬁf(n) =1

’ ©;, » est une densité de probabﬂité‘




0 n 0 n
b) B(U) = i~ wpna(@)dz = % [ pniin(@)de = 3

U admet bien une espérance et E(U) = %
e (4 Dn o (n+ n
De méme E(U?) = [ z%¢,, \(z)dx = \z Jo Pnion(z)de = \Z
n+1)n n?
V(U) = E(U?) — E(U)? = % -5
U admet bien une variance et V(U) = %
A
z —t)a]” a
a) I(1,q) =[5 (x — )" \dt = {‘ L } =
q 0 q
24
I 17q =
(Lq) .
u(t) =tr~! u'(t) = (p— 1)t
b) On pose : o) = (- o(t) = — (x —t)4 u et v sont de classe C* sur [0, 7]
q
—$)a1*" -1
I(p,q) = {—t”‘l(x ) } + I —-1.4+1)
q 0 q

1
I(p,q) = Tf(p—l,q+1)

(p — 1)'(q — 1)!xp+q—1
(p+q—1)

Initialisation : Hy est vrai d’apres a)

Hérédité : Soit p > 1 tel que H), est vrai

pp= DU g _ 1= DMa= DY it gy B,y est vrai
¢ G+ (p+1tq—1) r

c) Vp>1,H,="Yq>1,1(p,q) =

p

Par principe de récurrence :

@=DUg=1)! 1

Vp > 1,Yq > 1,1(p,q) = CETEE]

a) Notons 6 la densité de X, + X, obtenue par le produit de convolution
Vz < 0,0(z) =0 car X, + X, est a valeurs dans R
vV > 0,9(.%‘) = fom @p,)\(t)goq,k(x - t)dt car @p,)\(t)gpq,)\(x - t) =0sit ¢ [va]
/\IH—Q A\Ptdp—Az )\p-‘rq
0(x) =

m[(p’ q) = gpta-lg-Aw

Itpfl — At —t q—1 7)\(:Eft)dt:
1)!f0 ¢l (p+q—1)

(p =D -

’XerXq suit v(erq,)\)‘

b) i. La loi exponentielle de parameétre A est la loi y(1, A)

ii. soit une suite (Uy),,~,; de variables indépendantes de loi £ ())
Vn>1,H,="5,=>7_, U suit v(n,A)”
Initialisation : H; est vrai d’apres i)
Héredité : Soit n > 1 tel que H,, est vrai
Snt1 = Sp +Upnt1 ; Sp et Upy1 sont indépendantes, S,, — y(n, A) et Upp1 — v(1,N)
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D’apres le a), Sp41 <= v(n+ 1, \)
Par principe de récurrence,

’ >orey Ug suit y(n, ) ‘

B. Modélisation du passage de Bus

1. a) i t< T ssile premier bus passe aprés 'instant ¢ ssi il n’y a pas de bus entre les instants 0 et ¢ ssi
Nt = 0

ii. Si Ny =n ,alorsily a exactement n bus qui sont passés entre les instants 0 et t, alors le n-iéme
bus passe a 'instant ¢ ou avant et le (n 4 1)-iéme aprés t donc T, <t et Tp41 > ¢

Réciproquement si T;, <t < T),41, alors il y a exactement n bus qui sont passés entre 0 et ¢

(N =n) = (T,, <t < Tpsn)]

2. Fixons t > 0
a) D’aprés la partie A., T,, — ~y(n, \)



b)

Si N; > n alors il y a au moins n bus qui sont passés entre les instants 0 et ¢, alors le n-iéme bus
passe a l'instant ¢ ou avant d’ou 15, <t
Réciproquement, si T;, <t alors il est passé au moins n bus entre les instants 0 et ¢

A
P(Ny>n)=P(T, <t)= fot Opa(T)dr = fot ( 'Jc"_le_)“'”dx

Ny est a valeurs dans N

P(Ny=0)=P(t<Ty)=1-PU1 <t)=1—(1—e M) =M

)\n n+1
VneN*"P(N,=n)=P(N,>n)—P(N,>n+1)= [ an—le=Ardy — [! e Mdy =

) O (n—1)! 0 nl

n n

o]
: 0 !

Si N; =n ,ily a alors népreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés p ( aller au
terminus A). On compte alors le nombre de succes.

D’ou la loi conditionnelle de A; sachant Ny = n est la loi binomiale de parameétres n et p ( avec la
convention que la loi B(0,p) est la loi certaine égale a 0)

P(Ay=k/Ny=n)=()p*¢"* avecq=1-p

A; est & valeurs dans N
VkeN, P(A =k =%, ,P(A =k/N,=n)P (N, =n) par la formule des probabilités totales

avec le SCE (Ny = n),,cn

(gAt)"

n!

P(Ar=k) =300, (0)pFq" QO _% MY ( (21;), (p)\t) e MYl

n!
en posant le changement d’indice : n’ =n — k

k k
(pAt) oMot _ (pAt) o=t

On reconnait une série exponentielle : P (4; = k) = x o

Ay —P (/\pt)

Remarque : on peut montrer que B; — P (Agt) et que A; et B;sont indépendantes

C. Absence de mémoire

1. a)

i. Ny — N, est égale au nombre de bus qui sont passés dans 'intervalle de temps ]a, b]
D’ott Nyys — N est égale au nombre de bus qui sont passées dans U'intervalle de temps |s, s + ¢

| My = Niys — N,

ii. T] <t ssiil passe au moins un bus dans l'intervalle de temps |s, s + ¢

(Ns = n),cn étant un SCE,(T] <t) = U [(T{ <t)N(Ng =n)]
neN
Pour n > 1, (T] <t) N (Ns =n) = "le n-iéme bus est passé avant s et il est passé un autre entre
sets+t"=(T, <s)N(s <Tpt1 <s+1)
Pourn =0, (T1 <t)N(Ns =0)=(s<Th <s+t)=To<s)N(s<T1 <s+t)car Tp =0

(T <t)=J (Tn < 8)N (s <Tnp1 < s+1)]
neN




Y

s+ 1

iii. T}, est fonction de Uy,..,U, et Uy,..,U,,U,+1 sont mutuellement indépendantes, d’ot T}, et U, 41
sont indépendantes
On peut alors définir une densité du couple (T),,U,+1) par :

V(Ia y) € RZ’ an,7Un+1 (‘T7y) = an (:E)fUn+1 (y)

A" o _ 2
fr, v, (2,y) = (= 1)'$” le=A2xe= M V(z,y) € (RT)

fTTL7Un+1 (1‘7 y) = (0 sinon

P(T,<s)N(s<Tpt1 <s+t)]|=P[(Tn <s)N(s<Tp4+Upt1 <s+1t)] = //meUnH(x,y)dxdy
A

avecA:{(w,y)E(R+)2,x§sets<x+y§s+t}

i P[(Tngs)m(s<Tn+1§s+t)]=f(f[

L v (@) y)dy} dzx

P(T,<s)N(s<Tps1 <s+t)= [’ {(n );nl)!x"_le_’\x jj;_"L )\e_/\ydy} dx

P((T, <s)N(s <Tpp1 <s+1t)] =[5 (n)\nl)!xn_le_m [—e"\y]zftz_w dx

P(T,<s)N(s<Tyhy1 <s+1t) = (64\8 - eiA(SH)) fos (n );nl)!wnldx = )\%n e (1 - 67”)
P((T,<s)N(s<Tpt1 <s+t)= X:jn e (1—e M)

b) Par union dénombrable d’événements 2 & 2 incompatibles :

P(T{<t)=>0 g P[(Thn <s)N(s<Tpy1 <s+t)]=(1—e )X

n=0 n=0

A" s™

' e =1—e"* caron
n!

reconnait la loi de Poisson de parameétre As

T est une variable & valeurs dans R**

VE<0, P(T|<t)=0

Vt>0, P(T|<t)=1-eN

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre A

T — E(N)



c)

M; a méme loi que N; : cete propriété est appelée absence de mémoire, car on "oublie" tout ce qui
s’est passé avant l'instant s, on repart & zéro

T+ est 'heure de passage du dernier bus passé avant 'instant ¢ ( avec la convention , si Ny = 0,7y = 0)
D’ou s — Ty est égal au temps écoulé entre le dernier passage de bus avant I'instant s et I'arrivée de

I’employé a 'instant s
(A=s)=(N;=0)
A est a valeurs dans [0,s] dou P (A <s)=1

P(A =s)=P(Ns=0)=e?* car Ny suit P(\s)
A n’est pas une variable a densité puisque P (A =s) # 0
Ce n’est pas non plus une variable discréte puisque son univers image n’est pas dénombrable

Soit 0 <t<s
Ngs — Ng_4 > 1 ssi au moins un bus passe entre les instants s — ¢ et s ssi le dernier bus avant s est
passé aprés s —t ssi A <s—(s—1)

(V.- Ny >1)= (A <1)]

Ng — Ns;_; a méme loi que M; qui suit la loi P (At)
PA<t)=P(M;>1)=1-P(M;=0)=1—-¢e
PA<t)<P(A<t)<P(A<t+h)avech>0

Soit h > 0 tel que t +h < s ( c’est possible car t < s) : 1 —e M < P(A <t) <1—e 4R

Par le thm des gendarmes, en faisant tendre h vers 0+, on obtient P (A <t)=1—e M = P(A <)

(P(A=t)=P(A<t)-P(A<t)=0]

VE<0, F(t)=0

vt €)0,s[, F()=1—e

Vi>s, F(t)=1

F' est continue sur R\{s}, dérivable sur R\{0, s}

vt €]0,s[, F'(t) = Ae™! ; on peut prolonger par continuité en 0 et s par :

’W €1[0,s], g(t)=xe* ‘

_ ,—As
E(A) = [ tg(t)dt + sP (A =s) = [J the ™ Mdt + se™* = [—te*)‘t}; + [y e Mdt + se™ = L )\e
1—e
E(A) = —&
(@)= 1=
1—e 1 ,
E(A)+E(U)) = y +Xcar Ul — EN)
— e s 1
B+ EU) = B =

|E(A)+E(U]) > E (Uy)|

Ceci est paradoxal, car A + U] est égal au temps qui s’écoule entre le passage du dernier bus avant s
et du premier bus aprés s., donc entre 2 bus consécutifs mais de part et d’autre de s.
On s’attendrait a ce qu’en moyenne, on ait une attente égale & celle entre 2 bus consécutifs.



