Corrigé Epreuve B Agro Véto 2009

Partie |

1. G est le nombre d’essais nécessaires pour obtenir le premier succés ( prise d’une greffe) lors d’une suite
d’épreuve de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés p.
Donc G suit la loi géométrique de parametre p

G=0(p); GO =N, PG=n)=pg"!|

D’apres le cours:

[E(G)=1/p, V(G)=q/p*]

2. a) D’apres le 1.1, X}, suit la loi G(p)
b) X = ZkR:I X

c) E(X) = ZkR:I E (X;) = R/p ( par linéarité de 1’espérance)
Les variables X}, étant indépendantes, V(X) = Zle V (Xy) = Rq/p?

[E(X) =1/p, V(X) = Rg/p?|

3. Loide X
a) L’ensemble des valeurs prises par X est [ =N\ {0,..,R—1}

b) Soit n € N*

P (X = x) en raison de l'indépendance des variables

Il
o -

1. P(Xl le,..,XR :SUR)

k=1
R
P(Xi =a1,.,Xgp =zg) = [] pg™ " =pig" "
k=1
ii. (X=n)= U {X1=21,..,.Xr=2gr} 01‘1D={(331,..,963)G(N*)R7 x1+..+xR:n}

($1,..,ZER)€D
On a une union d’événements incompatibles deux a deux :
P(X=n)= 2(11,.‘,wR)EDP (X1 =m1,.,Xpr=2R) = Z(ZE17'~;$R)€D qun_R = a(R, n)qun—R
ot a(R,n) est le cardinal de D , le nombre de R-uplets solutions.

4. a) Un partage de S en R segments est défini par 0 < s1 < s2. < ... < $g_1 < n; on obtient ainsi les
segments non réduits & 1 point : [0, s1], [s1, 82, .-, [SrR—1,7]
On définit Iapplication qui & un R-uplet de D, (z1,..,2R), associe le partage tel que s; = x1, 89 =
X +.’E2, wSR—1 =21 +2X2+..+TRr-1
On définit bien un partage car les x; sont non nuls et 1 + 2o+ ..+ zr_1 <n
Réciproquement, a tout partage, on définit un R-ulpet de D, z; étant la longueur du iéme segment
On définit donc bien une bijection de 'ensemble des solutions de (E) sur 'ensemble des partages de S



b)

c)

Un partage est défini de maniére unique par la donnée de R — 1 points distincts de [1,..,n—1] ( les s;)

12:11) partages de S et donc le cardinal de D égal & a(R,n) est égal & (”_1)

Il y a donc ( Ro1

Vn >R, P(X =n)=(3)pR" "

Partie 11

1. Soitn>1

a)

b)

P(Y<n)=P(X;<n,.,.Xr<n)=
k

P(Xp<n) =01 P(Xp=i)=Y" pg ' =p

R
P (X < n) en raison de l'indépendance des variables

1
n

1—gq
1—q

vn>1, P(Y <n)=(1-¢)"

La formule ci-dessus est encore valable pour n = 0, car P(Y < 0) =0, car Y est & valeurs dans N*
Yn>1, PY =n)=PY <n)-P¥ <n-1)

vn>1, BV =n)=(1-¢)"—(1-¢"")"

2. Z est une variable aléatoire a valeurs dans N

a)

U, =P(Z=n)=P(Z>n-1)—P(Z>n)=vy_1— vy,

ZnN:1 Ny, = ZnN:1 n(Vp_1 — vy) = Zi::ol (n+1)v, — 25:1 Ny,
22[:1 N, = Ziv;ol (n+1)v, — Zf:[;ol nv, — Nuy

N N—
Yoy MUy = anol v, — Noy

N N
Posons Ty =Y,y nun et Sy = > Un

Si la série Y v, converge, alors la suite (Sy) converge et elle est donc majorée.

Or d’apres l'inégalité ci-dessus, Ty < Sy_1 car Nuy > 0;d’olt la suite (T) est majorée
D’autre part , la suite (T) est croissante car Tnyy1 — Ty = (N + Duyy1 >0

La suite (T) est croissante et majorée, elle est donc convergente;

Cela signifie que la série Y nu,, converge.

La série ) u, converge ( et sa somme vaut 1), vy = > 07\ Un
On suppose que la série Y nu, converge.
Yn>N+1, nu, > Nu, car u, >0
. o0 o0
D’ou Zn:NJrl Ny 2> Zn:NJrl Nuy = Noy
Le reste d’ordre N tend vers 0 , et comme 0 < Noy < ZZO:NH nUy, par le thm des gendarmes,
lim N’UN =0
N—oo

Si Y nu, converge, alors Sy_1 =Ty + Nouy

La suite (T) converge ainsi que la suite (Nvy)

D’ou la suite (Sy) converge, cela signifie que la série > v,, converge.

On a donc montré que si > nu, converge alors Y v, converge et par le b) on a montré que si y_ vy,
converge alors Y nu, converge

’ Z admet une espérance si et seulement si » vnconverge‘




En cas de convergence, lim Nvy =0, dou lim Sy_; = lim Ty et donc
N—oo N—o0 N—oo

[E(Z) = oty vn]

3. v, =1—(1—q")"

a) limg¢"=0don (1—¢")"=1=Rg"+0(¢") (DL de (1+2)%); don

b) D’aprés le IL1, P(Y < n) = (1 — ¢")®, dott v, = P(Y > n)
A partir d’un certain rang, 0 < v,, < 2Rq"
> 2Rq™ converge, car série géométrique de raison ¢q €]0,1]
Par le thm de comparaison des séries a termes positifs, > v,, converge
D’apres le I1.2, on en déduit que Y admet une espérance et

E(Y) =Yl -(1-¢")"

c) Pour R =2
1—(1-¢")" =2¢" —¢™
E(Y) =232 0¢" — 307 (¢%)" car les deux séries convergent

1 1 2 1 1+ 2
E(Y):Q—li et =12
q ? p p(l+g) q

1+2¢

4.2 >0, flz)=1-(1-¢)B=1-(1—-e*00)i
a) Vo >0, f'(z)=Rlnge®™9(1—e*Ma)E=1 <0 carlng <0
f est décroissante sur [0, +00]

b) ¢* — 0 quand & — +o0, d'ott (1 — ¢*)% =1 — R¢® + @qh +o (qh)
Diott f(x) — Rg® ~ A2 quand @ — +o0

¢) Les deux équivalents sont de mémes signes dans un voisinage de +00
Donc il existe un réel A > 0, tel que Vo > A, f(x) — R¢* <0, d’ou f(z) < Rg*
La fonction f est continue et positive sur [0, +oo[
Ve > A,  f(z) < R¢®

X etlng X eXIng _ ,Alng _e¢Alng
/ q*dx = [ ] = — quand X — 400
A Ing |, Ingq Ingq
+o00
D’ou / q*dx converge
A .
Par le thm de comparaison des intégrales de fonctions positives, on en déduit que / f(x)dx converge
A

—+o0
/ f(x)dx converge
0




e 1 (1—g)f

m = f(x) ( somme des premiers termes d’une suite

d) Siz > 0, Zkoq (1—4g%)

géométrique de raison 1 — ¢* # 1

Vo e [0, +00l, f(z) = Xrga® (1 - ¢®)F

el k174 oy B+
/Aq$(1_qx)’fdx:/Ae’clnfl(l—e““q)kdﬂcz _(1—6 Inq) + :_(1—eA1 %) + - 4
0 0 ( 0

k+1)Ing (k+1)Ing (k+1)Ing

quand A — 400
+oo k -1
D’ou / ¢ (1—4¢%)" dx =
0

(k+1)Ing

+oo
On retrouve alors que / f(x)dx converge et
0

/0 BT B

5. Encadrement de E(Y)
a) f étant décroissante sur R*, siz € [n,n+1], f(n+1) < f(z) < f(n)

’Un+1<f <Un‘

n+1
b) On en déduit que v,11 < / f(x)dx < v, par positivité de I'intégrale

n
N

N+1
Puis en sommant : / fz)dx < Z vy, par la relation de Chasles ;
0 n=0

N N N
SN o < / flx)de, don SN v, < / f(z)dz + vy < / f(x)dz +1
0 0 0

N+1 N N
Jo O fla)de <30 _gvn < /0 flx)dx + 1

¢) En faisant tendre N vers +oo dans les inégalités ci-dessus, puisque tous les termes convergent :
400 +oo +o00o
/ fl@)dx < Zvn < / fz)dz +1
0 70 0

—1 —p1 1 -1 p1 1
Al _<EY)< YRl - 41

lng

6. a) Mémes types de calculs qu’au II5

1 1 1 1 ktlq 1

[T >
Zdx < -

1 v k=1 k
R

R 1 1 NN "1
Zkzlmg . Edﬂ?, doqu:2E+1§ . Edm—i—l




1
r 1 In(R+1)  Xia z _ In(R)+1
F=1 1

< <
1 k n(R) — In(R) — ln(R)
In(R+1) In(£EL)
- d
In(R) () 0 auand f= oo
oo
Par le thm des gendarmes, % — 1 quand R — +o0
a1 X L

ihglﬁ(ﬂgim+ 1 ;1>0
Ing @ W(R) = pg WA n(R) Ing

-1
Encore par le thm des gendarmes, Ej(&/{)) oo

nq

-1
E(Y) ~ 12(qR) quand R — 400

Partie 111

1. Z, est le nombre de de rosiers pour lesquels la greffe a pris pendant la (n + 1)iéme semaine

2. Y7 est le nombre de greffes prises lors de la premiére semaine.
C’est le nombre de succés lors de R épreuves de Bernouilli indépendantes de probabilité de succés p

’Yl suit la loi binomiale B(R,p), E(Y1) =np, V(Y1)= npq‘

3. Y, est a valeurs dans {0, .., R}
a) (Y, = m)m=o,...r forme un systéme complet d’événements
P(Yor =)= P(Va1 =LY, =m)=XF_ P(Z.4Y,=1Y,=m)=XF_P(Z,=l—-m,Y,=n

m=0 m=0 m=0
Pour | € {0,., R}, P((Yns1=0) =% _P(Z, =1 —m/Y, =m)P (Y, =m)

Sil-m<0,P(Z,=1l-—m/Y,=m)=0

Pour 1€ {0, R}, P(Yppr =)= P(Zy,=1—m/Y, =m)P(Y, =m)

m=0

b) SiY,, = m, a l'issue de la niéme semaine, il reste R — m rosiers non greffés. On retente une greffe sur
ces rosiers, et on obtient & nouveau un shéma binomial

’La loi conditionnelle de Z,, sachant Y;, = m est la loi binomiale B(R — m, p) ‘

4. a) 1€{0,.,R}:P(Z1=1-m/Y, =m)= (F=m)pl=mg=L P(Yi =m) = (F)pmgli-m

l—m

Ve {0, R}, P((Ya=1)=3_ (10 (Mpg?i—m

_m R—m)! R! R! I
b) 0<m<I<R, (}f—m)(ﬁ) = (i —(m)! (R)— DR —m)ml = N(R—D! {1 —m)lm! = (}l%) (7ln)

o) P(Ya=1)=(MplP23 o (})gm1m



d) Par la formule du binéme, P ((Yo =1) = (R)plqz(R_l)(l +q)!
vie{0,...R}, P((Ya=1I) (?) (p + pq)' g2 B0
On vérifie que p+pg+ > =p+qlp+q) =p+q=Lip+pg=1—¢°

’Yg suit la loi binomiale B(R, 1 — ¢?) ‘

5. Initialisation pour n =1 : on a montré que Y; suit la loi binomiale B(R,1 — q)

Soit n € N* tel que Y, suit la loi binomiale B(R,1 — ¢")
On applique la formule (*)
Vie{0,.,R}, P((Ypi=0)=" _P(Zn=1-m/Y,=m)P(Y, =m)

P((Ynsr =1) = Spme ()P " () (L= )™ ()

P((Yarr =1 = (D™ (@) 0o () A=) P (@) 7"

1 R—l I nyl—m
P((Yor =1 = (D" (@) Thuso (o, )(1—q )" (pg"™)
R—1

P(Yps1=1)= (Il{) (") (1—q"+ pg™ ) ( binéme)
" H1-¢"+pg" =1-¢"+q" (¢ +p) =1
On a donc montré que Y41 suit la loi binomiale B(R,1 — ¢"*1)

’ Par principe de récurrence, pour tout n € N* Y,, suit la loi binomiale B(R, 1 — ¢") ‘

Remarque: ce résultat peut se retrouver directement.

On numérote les rosiers, et on note 7; la variable aléatoire de Bernoulli qui vaut 1 si la greffe a pris sur le
rosier ¢ lors les n premieres semaines.

P(T; = 0) = P(les n greffes ont raté)=q¢"

T; suit la loi de Bernouilli B(1 — ¢™)

OrYy, = Zf‘:l T;, somme de R variables indépendantes suivant B(1 — ¢™)

D’ou Y, suit B(R,1 — ¢")

6. Soit k € {0,.., R}, P (Yo =k) = (F) (1 — ¢)* ¢"(BEH)

q" — 0 quand n — o0, dousike€{0,.,R—1},P((V,=k)—0etP((Y,=R)—1
Ce qui est assez logique!!

Fin

corrigé proposé par Martine Ginestet (UPA)
Si vous avez des remarques ou des corrections a apporter, me joindre, SVP par mail : martine-ginestet@Qorange.fr



