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Correction INA B 2007

La correction comporte [19] pages.

Premiére partie

1.

(a) Pour z € [0,1], 'événement [Y;, < x] est réalisé si et seulement si pour tout 7 de [|1,n|], les
variables X; sont inférieures ou égales & x . Ainsi :

Vre[0,1], P(Y,<z]) = P<ﬁ[Xk<x]>
k=1

= H P ([X, < z]) par indépendance des variables X},

P ([X; < z]))" car toutes les variables suivent la méme loi

- [

(b) Déterminons F,, la fonction de répartition de Y,, définie par :

Ve eR, F,(z)=P(Y, <z])

Comme pour tout k de [|1,n]], X () = [0,1] alors Y,, (2) = [0,1], ainsi :

0 si <0
F,(z)=4¢ z" si z€]|0,]] (1)
1 si o z>1

A ce niveau nous constatons que :

limF,, =0,
—00
limF,, =1,
“+oo
F),, est continue sur R car :
— F,, est continue sur R* car elle y coincide avec la fonction nulle ;
— F, est continue sur [0, 1] en tant que fonction monome ;
— F, est continue sur |1, +oo] car elle y coincicide avec la fonction constante égale a 1 ;
— limF,, = limF,, =0 = F, (0) ;
0- 0+
— li{nFn = ligrnFn =1=F,(1).

F,, est au moins de classe C! sur R* — {1} (coincidence avec deux fonctions constantes et
un monome)
Sur R* — {1}, F! > 0 donc F,, est croissante.

n —

Conclusion : selon ces cing propriétés vérifiées par F;,, nous pouvons affirmer que :

’ Y,, est une variable a densité ‘

Par dérivation de F,, sur R* — {1}, nous obtenons f, une densité de Y}, et nous poserons
que fp, (0) = f,, (1) = 0 pour compléter la définition de cette densité pour qu’elle soit bien
définie sur R. Ce qui nous donne :

nz" ! si0<z<l1

fn (@) = { 0 sinon
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(¢) Pour z € [0,1], événement [Y; > x] est réalisé si et seulement si pour tout ¢ de [|1,n]], les
variables X; sont strictement supérieures a = pour tout ¢ de [|1,n|]. Ainsi :

Ve e[0,1], P (Y1 >z]) = (ﬁ Xk>x>

k=1

|
=

P ([X) > z]) par indépendance des variables X},

1
P ([X 1 > x]))" car toutes les variables suivent la méme loi
)n

(i)
- [

(d) Déterminons Fj la fonction de répartition de Y7 définie par :

|
AA?T‘

Ve eR, Fi(zx)=P (Y1 <z

Comme pour tout k de [|1,n]], X (©2) = [0,1] alors Y7 (2) = [0,1], ainsi :

0 si <0
F(x) = 1-P([Y1>2]) si z€]0,1]
1 si x>1
0 si <0
= 1-(1—-2)" si xel0,1]
1 si z>1

A ce niveau nous constatons que :
o limFy =0,
—o0
e limF; =1,
“+oo
e [ est continue sur R car :
— F est continue sur R* car elle y coincide avec la fonction nulle ;
— [} est continue sur [0, 1] en tant différence de telles fonctions (fonction constante et
fonction polynéme) ;
— F} est continue sur |1, 4+o00[ car elle y coincicide avec la fonction constante égale a 1 ;
— limF; =limF; = 0= F; (0) ;
0- 0+
1- 1+
e I est au moins de classe C! sur R* — {1} (coincidence avec deux fonctions constantes et
un polynome)

e Sur R* — {1}, F{ > 0 donc F} est croissante.
Conclusion : selon ces cing propriétés vérifiées par F}, nous pouvons affirmer que :

’ Y; est une variable a densité ‘

Par dérivation de Fy sur R* — {1}, nous obtenons f; une densité de Y7 et nous poserons
que f1(0) = f1 (1) = 0 pour compléter la définition de cette densité pour qu’elle soit bien
définie sur R. Ce qui nous donne :

[ n@-2)"" sio<z<1
hi(@) _{ 0 sinon
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(a)

()

Apres avoir veérifie que Y, () = (1 — Y1) (), pour montrer que Y, et 1 —Y; ont la méme loi il
nous suffit de comparer leur fonction de répartion pour voir si elles sont égales. Comme nous

connaissons celle de Y;, partons uniquement & la recherche de celle de 1 — Y7 avec :
VzeR, P([1-Y; <z P(y1>1-2])

].—Fl(].—.’E)
1-1 si x<0
= 1-14(1—-(1—2)" si z€][0,1]
1-0 sioz>1
0 si <0
= " si xel0,1] (2)
1 si o x>1

Conclusion : selon et (2) nous pouvons conclure que F,, =1 — Fj et donc :

’Yn et 1 — Y] ont la méme loi‘

Comme les variables Y7 et Y,, sont & support fini, elles admettent chacune une espérance et une
variance et du fait qu’elles suivent la méme loi, leurs moments sont égaux, avec par propriétés
élémentaires de ’espérance et de la variance :

E(Y,) =1-E()

V(¥,) = V() ®)

Y,, admet une espérance si et seulement si / z fn () dx est absolument convergente et en cas
R

de convergence 1’espérance est le nombre réel noté E (Y;,) défini par :

E(Y,) = /a:fn (x)dz
R
Or par la définition de f,, qui coincide avec la fonction nulle en dehors de [0, 1], E (V) existe

1
si et seulement si / Z fn () dx converge, avec :
0

/lefn (z)dx = /Olms"dx

qui converge trivialement en tant qu’intégrale d’une fonction monoéme continue sur le segment
[0,1].
Conclusion : Y,, admet une espérance égale a :

E(Yy)

et E (Y1)

(4)

n+1

Y, admet une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre deux, soit si et

seulement si l'intégrale [ x2f, (z)dx est convergente et en cas de convergence le moment

R
d’ordre deux est le nombre réel noté E (Y,2) défini par :

E(Y,) = /Rfon (z) da
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Or par la définition de f,, qui coincide avec la fonction nulle en dehors de [0,1], E (Ynz) existe

1
si et seulement si / 22 f,, (z) dx converge. Or :
0

1 1
/ 22 f, (z)de = / na"tdx
0 0

qui converge trivialement en tant qu’intégrale d’une fonction mondéme continue sur le segment
[0,1].
Conclusion : Y,, admet un moment d’ordre deux égal et donc une variance respectivement

égales a :
1
/ nz"ldx
0

xn+2:|1

n+2],
n

n+2

E (V)

n

= n

et V(Y,)

I
&
>

)—(E Y,,))? selon le théoreme de Huygens-Koenig

Selon :

C’est une question de cours trés classique, comme les variables U; sont des bernoulliennes
indépendantes et de méme parameétre z, alors :

U< B(n,x)
car pour tout ¢ € [|1,n|] :
P(Ui=1]) = P([Xi<z])

Pour k fixé dans [|1,n|] et pour z fixé dans [0, 1], 'événement [V}, < z] est réalisé si et seulement
si le k®™¢ client est venu au plus tard a I'instant z, ce qui équivaut a dire qu’il y au moins k
électeurs qui sont venus voter entre les instants 0 et x. Autrement dit :

[V <] = [U > K]

Par conséquent Vk € [|1,n]] fixé, Vz € [0,1] fixé :

P(Yi<2]) = P(U=k)

Y P(U=4)
j=k

= f: (7)@4‘ (1—a)"

=k
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(a) Pour tout = dans [0,1] et tout entier k compris entre 2 et n —1:

anerrl (1 - :L')

Conclusion :

P ([Yn i1 <1-a])

n

Pour tout z dans [0, 1] et tout entier k& compris entre 2 et n — 1,

Fk (.13) =1- Fn—k+1 (1 - x)

Par dérivation membre & membre dans [0, 1], nous obtenons :

soit :

Nous avons :

Vk € [|2,n —1]],

Conclusion :

D’autre part :

Vk € [|2,n —1]],

Fi(2) = F, 1 (1 - 2)

n

Vo € [07 1]’ Ik (1‘) = fo—kt1 (1 —2)

E(Y,) = /R:cfk(x)d:r

/:rfn,kﬂ (1—2z)dz
R

/ (1 =) frngr1 (u)du
R

en posant le changement affine donc licite u = 1 — x = du = —dx
— [ fn @ du= [ ufas @ du
R R
= 1-E (Ynferrl)

vke[2n—1]], E(Yi)=1-E (Y1)

E(Y?) = /]R{fok (x)dz

= /xzfn_k_i_l (1—z)dx
R

= [ foin () d
R

en posant le méme changement donc licite u =1 — 2 = du = —dx

/ (u2 —2u+ 1) fr—k+1 (u) du
R

= [ ) du =2 [ s @) dut [ foms () du
R R R
= EY ;1) —2E(Yo_py1)+1
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Ainsi :
V(e = E(Y7) - (EM)
= (E(Y411) —2E(Yag1) +1) = (1= E (Yo k1))
= B(Y2 ) —2E(Yy pp1)+1- (1 —9E (Yy_p1) + (B (Y, M))Q)
E (Y1) — (B (Ve k)
= V(Yo gt1)
Conclusion :

Vkel2,n =1, V(¥i) =V (Yo 1)

(b) Pour tout entier k compris entre 1 et n, nous avons, par définition de f,, nulle en dehors du
segment [0, 1] :

1
E(Y,) = / zfr (z) dz
0
Intégrons par parties en posant :

u(z) =

u (z) =1
v(z) = Fk() 1 v

—
<
avec u et v deux fonctions de classe C! sur [0,1]. Ainsi :
) 1
E0) = b(F@ -1~ [ [F@)-1d
0
1
— (B -D-0- [ (A -1
0
1
= / [1 — F) (z)]dx car Fi (1) = 1 du fait que X}, () = [0,1]
0

Conclusion :

vk e |Lnl, E(¥) =/0 - Fy (2)] da

Par conséquent Vk € [|1,n — 1|] :

B(Yin) ~B(Yi) = /1[1—Fk+1< )]d:c—/ol[l—m:z)]dx
= [ A - i @)
_ /01 ?:(?) (1 —a)" j-j;:;l (S‘):ﬁ (1—:5)”1} dx
< L@ £ G £ G
= /0 1( ) — 2)" " da par simplification
= (Z) — )" *da
Conclusion :
Vke[ln—1], E(Yi)-E(Y) = <Z)/01zk (1—2)" " do (5)
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(¢) Pour tout entier naturel & compris entre 0 et n — 1 :

I (n) = (Z)/lek (1-2)" " do

Intégrons par parties en posant :
u@)=(1-2)"" = W@ =—mn-k0-—z)" """

xk+1
(@) =537

avec u et v deux fonctions de classe C! sur [0,1]. Ainsi :

= v (z)=2"

n R+l T 1 Ly okl Crt
1 = 1 -2)" —_— -k -2)" d
= O ([E) - [ () wonamara
n—k n ! k41 n—k—1
= 1-— d
(1) () [ 0ot
n—k n! ! k41 n—k—1
= 1-— d
(k—i—l)k!(n—k)!/ox (1-2) ¢
n! ! k41 n—k—1
1— d
(k—l—l)!(n—k—l)!/ox (1-2) v
1
_ n k+1 1_ n—k—1
(k+ 1)/0 T (1 —x) dx
= It (n)
Conclusion :
Vk € Hovnfluv Ik'+1( )*Ik
1
Ainsi la suite finie (I (1)) ,c(0,,) €St constante égale & Iy (n / 1 —x)" dx avec :
0
1 n+1 1
1—
[a-ora l()
0 n—+ 1
0
_ 1
- on+1
Conclusion :
1
vk € [|0 1 =
I
(d) Selon :
Vie[lLk=1]], E{in)-E®Y) = IL(n)
B 1
n+1
Alors par sommation membre & membre sur ¢ allant de 1 & £ — 1, cela donne :
e
Z z+1 (K/)) = Z 77,+].
i=1 i=1
. -1 )
soit E(Yy) —E(Y;) = 1 P télescopage
tE(Y) = b1 +E(W)
e K= T 1
kE—1
= 1
n+1 Jrn—|—1 selon. ()
B k
 on+1
Conclusion :
k
vk 1 E(Yy) =
ellnl), B = ——
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Deuxiéme partie
1.

(a) Comme dans la premiére partie nous avons :

Ve >0, [V,<z|= ﬂ [Xk < 2]
k=1

et par indépendance des variables X} :

P (ﬁ X < x1>
k=1

P ([X) < 2])

Ve >0, P([Y, <z])

Il
=

1
P ([X; < z]))" du fait que les variables X}, suivent la méme loi

Fx, ()"
(1—e )"

|
—_~ o~

(b) Comme Y, (2) = Ry, puisque Y;, = max (X1,...,X,) avec Vk € [|1,n]], Xk () = R4, alors
nous avons :

0 si <0
F"(x)_{ 1—e®)" si >0

A ce niveau nous constatons que :
e limF,, =0,
—0o0
e limF,, =1car lim e ® =0,
—+oo r— 400
e [ est continue sur R car :
— F,, est continue sur R* car elle y coincide avec la fonction nulle ;
— F,, est continue sur Ry en fonction composée ;
— limF,, = limF,, =0 = F, (0).
0- o+
e F, est au moins de classe C! sur R*— {1} (coincidence avec la fonction nulle et une fonction
composée)
e Sur R* — {1}, F} > 0 donc F,, est croissante car :
-V <0,F, (z)=0>0;
- V>0, F (x)=ne®(1— e_””)n_1 > 0.
Conclusion : selon ces cinq propriétés vérifices par F,, nous pouvons affirmer que :

’ Y,, est une variable a densité

Par dérivation de F;, sur R*, nous obtenons f,, une densité de Y,, et nous poserons que
frn (0) = 0 pour compléter la définition de cette densité pour qu’elle soit bien définie
sur R. Ce qui nous donne :

0 si <0
fn (@) = { ne *(1— e’“”)ni1 si >0

(¢) Comme dans la partie I, pour 2 € R, I'événement [Y7 > x| est réalisé si et seulement si pour
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tout 7 de [|1,n|], les variables X; sont strictement supérieures & & pour tout ¢ de [|1,n|] . Ainsi:

P (ﬁ X, >m]>

k=1

Ve € Ry, P([Y1 > z])

= H P ([X) > z]) par indépendance des variables X},

k
= (P([X1 > 2]))" car toutes les variables suivent la méma loi

= ()

Finalement :

Fl(x)_{o si <0

l—e™ st >0

Nous pourrions suivre les consignes de I’énoncé demandant de démontrer que Y7 est une vari-
able a densité (a partir des propriétés de Fy) puis de posséder par dérivation, mais nous
pouvons aussi dire que que nous reconnaissant en F} la fonction de répartition d’une variable
exponentielle de parameétre n ce qui répond aussi aux questions posées.
Conclusion :

Y1 — e(n)

avec :

1 1
E(Yi)=— ot V()=

n—

. _ _ 1 . . ,
(a) Comme la fonction z — xe™7 (1 — e~ %) est continue sur Ry comme produit et composée

+oo
de telles fonctions, l'intégrale / ze (1 — e‘”‘)nf1 dx présence une impropreté en +oc.
0

Comme
ze (1 - e_gc)"_1 = ze "exp[(n—1)In(1—e)]
~ xe ¥
—+oo
puisque :

(n—1)In(1-e%) fodie (n—1)e™"

avec lim —(n—1)e ® =0 donc:

r— 400

lim exp[(n—1)In(1—e )] =1#0

T——+00
Enfin comme :

lim 2?2 xze =0
r— 400

. 1
xre = 0 -
+oo $2

+oo
avec / — dx convergente en tant qu’intégrale de Riemann de parametre 2 > 1. Le critére de
1 x

alors :

+oo
négligeabilité appliqué aux fonctions positives, permet d’affirmer que / xe (1 — e_gc)"_1 dx
1

1
. . 12 P _ —_p\n—1
converge aussi. La continuité sur [0, 1] de 'intégrande assurant la convergence de / xze T (1—e )" " dux,
0

nous pouvons conclure que :

+o00 1
/ re (1 — e—”)"7 dx est convergente
0
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+o0
Du fait de la définition de f,,, nulle en dehors de R, la convergence de / ze (1 — (3""")”71 dz
0
assure l'existence de ’espérance de Y,.

(b) Par la formule du binéme de Newton :

R n—1
/ nre * (1 — e*‘”) dz
0

E (Y5)

Il
S—
+
8
3
I
m\
8
]
T
S
> |
—_
N————
N
m\
8
S—
ol
joH
S

/:ce e
0

(k+1)r ae—(k+1):c
C
TErL ), /0 ki1

= lim (-1
a—-+00
k=0

en intégrant par partles

0
(")
- aﬂgnﬁ( . 1)
")
)

qe—(k+Da . o~ (k+1)z a)
- 2
P E+1 (k+1) 0
n—1 _1
= lim (-1 +
(H+ookz:0 E+1 (k+1)2  (k+1)>

(1
S
<a6 e gterve 1 )
S

ae —(k+1)a —(k+1)a 1
+ 2
F+1 (k+1)°  (k+1)

selon I'algebre des limites

B nzl(_l)kn(n; 1) (/~:+11)2 ©

- X ()

car par propriétés :

1 n 1 n n—1
vk € [|0,n — 111, k+1<k+1>_k+1k+l< k )

Conclusion :

E(Y,) = ni (1" (k v 1> i
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(¢) Pour tout couple d’entiers naturels (j, k) de ([|1,n — 1]]) tels que j <k — 1

j<?>+k(kjl) jJM;ijﬂ+kﬂ(§—;T1ﬂ

R k!
IR [T )]
K+ E—j)
]

Conclusion :

V(R e (Ln-1)?| F<k-1, j@)+kC?‘)=kG)

J
k-1
; k 1
(d) Soit la suite u = (uy);>, définie par Vk > 1, uk:;(—l)] (j—f—l)j—i—l alors :
k—1 k—2
i k 1 i (k—1 1
Vk > 2, —Up—1 = -1 (. — = —-1) (. —
= Uk T Ukt j;( )<J+1>3+1 ;f )<]+1>]+1
k—1
- ORISR
= J+1\\j+1 j+1
k-1

- Ej(lyjiljzl@il)

Eon(l)

| =

Conclusion :

1
sz?, uk—’uk,1:E

Enfin, par définition, E (Y,,) = u,, en sommant sur k, k variant de 2 a n, les deux membres de
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I’égalité précédente, nous obtenons :

n

> (uk —up—1) =

k=2

(]
e

x>~
I|
N

soit u, —u; = par télescopage

(]
| =

b
[|
M

ou encore U, = —+ uq

+i <J+1)11

j=0

(]
| =

E
I|
o

x| =

I
s |l M:

| =

+1

>
U
N

I
(]
| =

=
Il
_

Conclusion :

=
=

|
R
T =

(a) Pour n € N*, on définit la proposition

n 2
" (Z ai) =2 Z a;a; —
i=1

1<i<j<n

n

2n
> a
=1

e [initialisation est bien vérifiée car :

1 2
O
i=1
1
et 2 Z a,-aj—Za? = 247 —a?
1<i<j<1 i=1

donc Py est vraie.
e Supposons que pour n fixé dans N*, P,, soit vraie.

n+1 2 n 2
(Z ai) = (Z a; + an+1>
i=1 i=1
n 2 n
(Z ai) + 2ap41 Z a; + ai+1
i=1

i=1
n n
2 2
2 g a;a; — g a; + 2ap41 E a; + ay,4q
i=1 i=1

e Nous avons :

1<i<j<n
n+1
2

= 2 g a;a; — g a + 2ap,41 g a; =y

1<i<j<n

n+1

= 2 a;a; — a?
= E , i E i

1<i<j<n+1 i=1

CONCOURS 2007
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et donc P, est vraie.
Conclusion : ce raisonnement prouve par récurrence que la proposition P, est vraie
pour tout entier n non nul. Ainsi :

2
Vi > 1, <zn: al') =2 Y aa - zn:a?
=1 =1

1<i<j<n
k—1 I 1
Soit la suite v = (v définie par Vk > 1, v, = —1) ( > alors
(v) ()1 %0 ()5
k—1 k— 2
k -1 1
Vk>2, v —wvp_1 = (-1 ( ) < )
j+1 p= 0 IHY G+

0
k-1
1 k
a EJZ (j+1>
1
k

Conclusion :

1
Vk Z 2, Vg — V-1 = Euk

+oo
. . _ —z\n—1
(¢) Y, admet un moment d’ordre deux si et seulement si / 22 % (1 — e~ )" dx est conver-
0

gente par définition de f,, nulle en dehors de R ;. Comme la fonction z — 22e=% (1 — e‘"’v)’k1

+oo
est continue sur R} comme produit et composée de telles fonctions, l'intégrale / 2?e (1 — )n71 dx
0
présence une impropreté en +o0o0. Comme

z’e ™" (1- e*$)n71 = 2%e "exp[(n—1)In(1—e")]

~ z2e "
+oo

puisque (n —1)In (1 —e™%) folie (n—1)e®avec lim —(n—1)e * =0 donc:

o0 r— 400

lim exp[(n—1)In(1—e*)] =1+#0

r——+00
Enfin comme :

lim z2 x 22 * =0
r——00

1
e = o [ =
+oo0 \ 2

+oo
avec / — dz convergente en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1. Alors le
1 X

alors :

+oo
critere de négligeabilité appliqué aux fonctions positives, permet d’affirmer que / r?e (1 — e*“’)n_l dx
1
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1
. Y s _ —z\n—1
converge aussi. La continuité sur [0, 1] de 'intégrande assurant la convergence de / 2?e (1 —e )" du,
0

nous pouvons conclure que :

+o0 1
/ z2e7® (1 — e )" " dx est convergente
0

+oo
Du fait de la définition de f,,, nulle en dehors de R, la convergence de / 22e 7 (1 — e’I)n_1 dx
0

assure 'existence de l'espérance de Y,2.
Par la formule du binéme de Newton :

2 oo 2 —x —z\n—1
E (Y ) = / nxr‘e (1 —e ) dx
0

I
S—
+
8
3
S
no
<'b|
8
M1
-
A/
3
ol
—_
~
—
®
|
8
S—
ol
Q
5

k=0
a n—1 .
— agrfoo ; nale™® Z <n i 1) (—efz)kdz
k=0
(|
= lim n( >/ z2e " (—e_r)kda?
a—-+00 P k 0
n—1 n— 1 a X
= lim n< >/ (=1)Fz2e® (e7")" d=
a— 400 k;) k 0
n—1

p2e—(k+1)z a a 2(1367(k+1)wd
[ k+1 ]0+/() k41 x | en intégrant par parties

2 —(k+1)a a —(k+1)x
_ae / xedaz) selon ’algebre des limites
0

= k E+1 E+1
n—1
-1 2
- L 1
’;)( )n( s )(k+1)gseon@
n—1 n 1
- Eor()
kz:o( ) k+1) (k+1)?
= 2,

car par propriétés :

Vk € [|0,n —1]], (k+11)2<k11> _(gngll)?k—TiL—lc;l)

Conclusion :

E (V2) =2v,
Y,, admet une variance du fait que Y,2 admet une espérance avec selon le théoréme de Huygens-
Koenig :

2
n 1 2
= 2, — - 7
- (2) "
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D’autre part :

n
u
Vn > 2, Z?k = ka—vk1
k=2 k=2
= Up — V1

d’ou :
Up = Zi"_vl
= Z—+1

= charulzl (8)

Arrétons-nous quelques instants sur le calcul de uy pour k € [|1,n|]. Selon la question 2.d

savons que pour tout ¢ € [|2,k|], u; = u;—1 + —. Alors par sommation sur ¢ allant de 2 & k
i

nous obtenons :

g}
we=ut
=2

0
; 1 1
soit comme u; = E (—1)’ <,+1>_+1:1;
; J J

n k n 2
v - 2g3ie (34)
i k

Conclusion :

Troisiéme partie
1.

(a) L’événement [Yj < x] est réalisé si et seulement si au moins k variables X;, qu’il faut choisir,
ont une réalisation inférieure ou égale a z. Si on introduit N la variable aléatoire comptant le
nombre de variables X; ayant une réalisation inférieure ou égale a x, il est clair que N suit la
loi binomiale de parameétres n et P ([X; < z]) = F () et

VE € [|1,n]], VzeR, Vi <z]=

&=
=
I

<
Il
ol
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Alors :

vkellnl], YreR, P(Y,<a]) = P(—T—[N:j])

Conclusion :

n

Vi e[|1,n], VzeR, P([Yi<z]) z(

Jj=k

j) (F (@) (1 - F (2))"

Par définition pour tout k € [|1,n|], Fy est définie sur R par Fy (z) = P ([Y; < z]), ainsi :

n

Vk e [|1,n]], VzeR, Fy(x) :Z(

Jj=k

j) (F () (1 - F (&))"

Pour tout k € [|1,n|], Fy est continue partout et de classe C* presque partout, donc pour
tout k € [|1,n|], Yx est a densité de densité fi obtenue par dérivation de Fj; 1a ou celle-ci est
dérivable et en complétant la définition de fy, le cas échéant, en donnant aux points x; posant
des problémes de dérivabilité une valeur f (x;) arbitraire et positive. Pour tout k € [|1,n|] et
en tout point x ou F est dérivable :

fu(x) = Fj(x)

(3 (F @)™ F (@) (1 = F @)~ (n— ) (F @)’ (1 = F ()" 7" F' (x))

TN

JE@Y T A=F @)™ f (@)~ (n =) (F (@) 1 -F @) f (33))

Jj=k

= [f) (n J’(T.L> (F @)™ (1= P @)™ =3 (n-J) (?) (F(2)) (1-F (x))”jl)

Conclusion : par exemple nous prendrons f; définie par

n—1
k-1

Ve [Lnll, VzcR, fk<z>—n< )f<a:><F<z>>’“‘1<1F<z>>""“

CONCOURS 2007
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2.
(a) Pour tout couple (x,y) dans R? I’événement [Y; > y] N[V, < x| est réalisé si et seulement si
toutes les variables X; sont comprises entre y et x soit donc :
n
V(z,y) €ER? y<az, P(Yi>yNn[Y,<z]) = P (ﬂ ly < X; Sx])
i=1
= JIPy<xi<a)
i=1
par indépendance des variables X;
= (F(z)-F@)"
car les variables X; suivent la méme loi
Conclusion :
2 _ | (F(@)-F@)" si y<u
Vo) €R P(W>alnf <o) = { § .
D’autre part :
V(zr,y) eR?, y<z, P(Yi<ynY,<z]) = P(Y,<z])-P(Yi>yN[Y, <z
= P (ﬂ [Xi <$]) ~P(V1>yln[Y, <zl
=1
= F"(z)— (F(2) - F(y)"
Conclusion :
Fr(z) = (F(z) = F(y)" si y<w
2 _
V(CE,y)ER I (I)(l',y)—{ 0 sinon
(b) Par dérivation successives de F par rapport & x puis par rapport & y, ® étant de classe C?
presque partout sur R? (le théoréme de Schwarz s’applique) :
2 8(b n—1 n—1
Viey) €R®, y<az, o (2,y) =nk"" () f(2) —n(F(2) - F )" f(@)
et :
2 82@ n—2
Yy €B y<a gl @y)=04n(n-1) (F) - Fw)" @) 1)
Conclusion : nous pourrons prendre comme densité ¢
o: R — R
(z,y) +— { n(n—1)(F ()= F )" f(2) f (v) siy<a
0 si z<y
3.

(a) Tout d’abord nous pouvons écrire que :

p: R — R

() nin—1)(z—y" % si 0<y<az<l1
’ 0 si z<y
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Par le théoréme de transfert, et par définition de la densité du couple non nulle sur un compact
de R? (ce qui entraine la convergence de I'intégrale double), nous avons :

//x_

= n—l

y)*n
= n—l (

= n(nfl)/ AN

(n—1)(z—y)" ?dady
) dz
) dz
0

E((v, - 1))

n+1

n+1

o n+1

n(n—1) [z"27"

T Ta+l [n+2]0
n(n—1)

(n+1)(n+2)

Conclusion : nous pourrons prendre comme densité ¢

n(n—1)

B(0-%)) =

(b) En développant (Y, — ¥1)? nous obtenons que :
(Yo —Y1)° = Y2 - 211Y, + V2

Puisque les variables (Y, — Y7)", Y2 et ¥,2 en jeu admettent une espérance d’aprés la premiére
partie et la question précédente, nous pouvons écrire que Y1Y,, admet une espérance égale, par
linéarité de ’espérance & :

E(WY,) = % (fE <(Yn - Y1)2) +E(Y2) +E (Y,f))
— 1 _M 2 2
= 3 (S VO + B0 + V() + (BT
_ 1 nhr-1) n 1 \° n
N 2( (n+1)(n+2)+(n+1)2(n+2)+<”+1> +(n+1)2(n+2)+<n+1
1 nm-1 2n 1\’ n \°
(et e () G
1
- n+2
Conclusion :

(¢) Comme les deux variables Y7 et Y, admettent chacune une moment d’ordre deux, la covariance
du couple (Y7,Y;,) existe et vaut par théoréme :

Cov (}/13 Yn) = E (KKL) —E (Yl) E (KL)
1 B 1 n
n+2 n+ln+1

(n+ 1)2 (n+2)

Conclusion :

1

Cov (Y1,Y,) = m
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Enfin par définition, comme les deux variables possédent une variance non nulle, le coefficient
de corrélation du couple existe et vaut :

Cov(Y1,Yn)
V(Y V(Ya)
Cov (Y1,Y,)
V(Ya)
1

(n+1)°(n+2)

p(YIaYn) =

(n+1)°(n+2)

Conclusion :

1
Y.V, =—
P( 1 ) n

OTOToToN
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