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Filiere PC - Deuxiéme épreuve

Premiere Partie

Z ap / 2Pdxr =2 Z
0<2k<n 2k + 1
L est une forme linéaire non nulle sur E de dimension n-+1 donc Ker L est de dimension n. Les fonctions

monomes r — x%“, 0 < 2k+1 < n sont dans Ker L ainsi que les fonctions x — 1— (2k:+1)x2k, 0<2k<n
On a ainsi n polynomes indépendants dans Ker L, c’est une base du noyau de L.

2. a. P; est le polynéme interpolateur de Lagrange associé aux points (zg, 1, -, %,) et aux valeurs
(0,---,0,1,0,---,0). L’existence et I'unicité d’un tel polynéme sont dans le cours.

b. La famille des polynémes P; est une base de E. (On démontre facilement que c’est une famille
n

libre de n + 1 polynémes). Un polynéme P de E se décompose sur cette base en P = Z P(z;)P; et par

0
n

linéarité L(P) = ZL(Pi)P(xi). La famille des coefficients A; = L(P;) convient. Réciproquement si des A;
0

vérifient VP € E, L(P)=Y MP(x;) (1), ona Vke{0,---,n}, L(Ps) Z)\ Pi(z;) = Ar. On

i= i=0

a ainsi existence et unicité des (\;).

3. Considérons P € E et Q : © — P(—z). On calcule L(Q) de deux facons:

LQ) = /_11 P(—)de = — /1_1 P(u)du = /_11 P(u)du = L(P) et

n

LQ) = Z)\iP(—xi) = Z)\n_iP(xi) puisque Vi € {0, -+, n} xp_; = —x; .
0

On adonc VP € E Z An—iP(x;) Z AiP(z;) et Punicité des (A\;) donne : Vi € {0,-- -, n}An_i =\

1

On suppose n pair, on pose n = 2p. On a / 2?PTldz = 0. D’autre part, les conditions sur les points
-1

2p p—1
x; imposent x, = 0 et Z)\ix?pﬂ = Z()\ 2l Aop—i(—x;)?P*). En utilisant \; = Agp_; on obtient
0 0

2p
Z)\ix?pﬂ = 0. La relation (1) est vérifiée par X??™! et par lindarité de L, (1) est valable pour tout

0
polynéme de degré inférieur a n + 1.

4. a. f étant de classe C" "' sur [—1, 1], I'inégalité de Taylor-Lagrange donne:

n (k) ntl
kF(0) |z
o e 1.1 \f@c) D R e
"k f<k> :
Notons @ le polyndéme défini par Q Z . ’inégalité précédente conduit aux deux séries
0

de relations

n / 11(f($);62(w))dw‘ < (Mj;ql) I fﬂfg;

ZMﬂxi)—Q(mi))kZm [ fla) — ZlAl "“'”“ "“ ZIM
0

0
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1

n
Q@ étant de degré au plus n on a / Q(x)dx = Z AiQ(x;); par inégalité triangulaire on obtient

‘Llf(x)dx—;)\if(xi)

2 1 n
<Moo T ; i)

b. Compte tenu des hypothéses faites sur f et les (x;), on a, en développant f & l’ordre n + 1,

Vo e -1l (@) — Qi (@)] < Mysatl
9 1 X n+2 (7’L+2)'

ou 1, partie polynomiale du développement de Taylor de f, est de degré inférieur a n + 1 et vérifie
1 n
donc, d’apres 3. / Q1(x)dx = Z Q1 (z5).
1 0

Comme a la question 4.a., on en déduit

‘/_1f(x)dx_§)\if(xi)

2 1 n
S M"+2((n 30 T (nt2) ; )

5. a. Le choix des points x; assure A\g = Ay et Ay = A3. Les polynomes interpolateurs de Lagrange
sont, dans cet exemple,
2 1 8 1 1
Py = §(X2 — X)(X? - Z)’ P = —§(X2 —1)(X?% — §X), Py = 4(X% - 1)(X?% — Z)’ .
et le calcul des \; = L(F;) donne:
32

7 4
)‘0:)\425, )\1:)\3:5’ )\2:1_5

|8

)

6 15zt 452% 15\ z2
b. La majoration du 4.b. suppose le calcul de f(ﬁ) qui donne: f(ﬁ) (x) = (986_6+8—§+8—f+8_3>61
10681

&6

1 n
‘/1f(33)d33 =Y O Nif(w)| < il
- =0

1
On obtient alors Mg = f©(1) €16 puis la majoration

L —4
NS Welﬁ ~ 1,410

Deuxiéme Partie

6. a. L est une forme linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie donc L est continue;
S ={P € E,N(P) =1} sphére unité de (E, N) est compacte et non vide donc |L| est bornée sur S et ses
bornes sont atteintes. La borne supérieure de |L| sur S est aussi sa borne supérieure sur la boule unité fermée
(par homogénéité) ce qui assure la définition de N'(L) et P'existence de @ dans S tel que N'(L) = |L(Q)].

b. Si, pour tout P de E, on a |L(P)| < K N(P) en particulier pour P de S, on a |L(P)| < K et par
définition de M(L), N (L) < K. Si, de plus, il existe @ dans S tel que |L(Q)| = K, on a N (L) > K et donc
légalité N(L) = K.

n
7. Avec les notations de 1’énoncé, on a Vp € {0,---,n},|ay|> < Y (a,)? et par suite Noo (P) < No(P).
=0

p
n n

Si pg est tel que Noo(P) = ayp,, on a Z(ap)2 < Z(apo)2 = (n+1)az, et donc Na(P) < Vn + 1INy (P).

p=0 p=0

8. a. En reprenant l'expression de L(P) donnée en 1. on a la majoration:

a2k 1
L(p)=2|> <2NL(P) D ——
I1L(P)] ‘ 2k +1 (P) 2k +1
2k<n 2k<n
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et par exemple Qoo = ZX vérifie Noo(Qoo) =1 et L(Quo) = Z . D’apres la question 6.b.

1
on peut conclure Ny (L) =2 S
p onclure (L) ka<n ST

b. Grace a I'inégalité de Schwarz on a les majorations:

1/2 1/2 1/2
a2k 1 2 1
IL(P)=2| > —‘<2<Z 72> (Z(a%) > <2<Z 72> Ny(P)
o 2k = 2kt 1) =, s, Ck+1)
X2k 1 1 1/2
etpourQ2<22k+1>< . ) 0naN2(Q)—1etL(Q2): (Z (2k:+1)2> - On
2k<n - 2k<n
2
ST (2k+1)

conclut alors

0 =2(5 i)

2k<n

Troisiéme Partie

k
9. a. Pour k dans N, notons Py le polynoéme ZXi. Comme on l'a vu en 8.a. Noo(Py) = 1 et

0
1 . 1
L(Pk)ZQZ 51 Laser1€22n+1

2i<k

étant divergente & termes positifs, la suite L(Py) tend vers +oo.

b. On suppose ici F' = R[X] muni de la norme Ny . (L’énoncé aurait du le préciser). L est continue
si et seulement si elle est bornée sur la sphére unité de (F, Ny ). La suite (Pj) est une suite de cette sphére
mais (L(Px)) n’est pas bornée , donc L n’est pas continue pour N

1/2
1
10. a. D’apres les majorations de 8.b. on a, pour tout P de F', |L(P)| < 2( Z m) Ny (P).
2k<degP

1 oo 1 1/2
La série Z e étant convergente on a VP € F, |L(P)| < 2(2 m) N3 (P) donc L est
k=0

o] 1/2
1
bornée sur la sphére unité de (F, N2), L est continue pour Na, ||| L||| est défini et ||| L||| < 2 g —_—] .
= (2k +1)?

X2k 1
b. Considérons les polynomes @Q,, définis par Q,, = ( g Y 1> 73
: >
§ : 2
<2k§n (2k + 1)

2k<n
oo 1 1/2
Ces polynomes sont dans la sphére unité de (F, N3) et L(Q,) tend vers 2(2 7)2> ce qui

/ = (2k+1
1
Ll|| =2 2k +1)2
prouve ||| L]]] (;(2k+1)2>

1/2
1
On remarque par ailleurs que I'inégalité |L(P)| < 2 (Z m) N3 (P) est stricte dés que P est
k=0

non nul, donc [||L||| n’est pas une valeur prise par L sur la sphére unité de (F, Na).
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