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.1
On aup(x) > 0 pour toutn € N* et x € D. De plus u,(x) ~ n—12 lorsque n tend vers +oo.
Donc ) un(x) converge (séries de Riemann, n > 2).
1.2
1.2.1 un(X) = (n+x)~? donc par un calcul immédiat
P00 = (2)(3)... (<(p+ 1) +x) P < XED

(N+x)2+P

1.2.2 Onapourtousélémentsxde [a,b]etne N* O<n+a<n+x<n+bdou

1
0T S (n+a)2+p pour tout entier naturel p.

La série >_u converge donc normalement sur [a, b]

Par conséquent, sip € N*, comme Y u, converge simplement, et que > u
converge normalement pour tout k € [[1,p[],

1.2.3 U est dérivable a tout ordre p sur tout segment [a,b] <] —1,+«[, et donc sur

+00
— — (9] — (— 1
] —14[ et Vx €] = 1,40 [UP(x) = (-1)P(p+ 1)1 D g
U est donc de classe C* sur] — 1, 4o
1.3
N +00 N +00
_ 1 1 _ 1 —
1.3.1U(X) = le et ZN:1 e = le e +Z; T =Un() +Ux+N)|
n= n=N+ n= n

1.3.2 Pourtoutx €] —N—-1,-N[, ona: U(x) = Uny(X) + U(x+N) avec x+ N €] —1,+o0[
L’application Uy est une fraction rationnelle donc est de classe C* sur ] — N —-1,—-N[
ou elle est définie.
L’application x - x + N est de classe C* (fonction affine),et U est de classe C* sur
] —1,+o0l.
Donc par composition: x - U(x + N) est de classe C®”sur] —N-1,-N[ et

+00

UPx) = UP () +UP(x+N) = (- 1>p(p+1>'2 T T EDPPA D Y e =

n=N+1

Soit & nouveau: [UP (x) = (-1)P(p + 1)! Z

1
(N+x)2+P

U est donc de classe C* sur] —N—1,-N[.
Donc U est de classe C* sur chacun des intervalles dont D est la réunion, donc sur

+00
1 e
1.3.30nadonc )| i = S

1.4 Onpose Ug(x) =0. Pourxe D U(x) =

- N)Q + Un1(X) + U(X+ N)
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Un-1 est une fonction polyndme, et x - U(x + N) est continue en —N (puisque U) est
continue en 0, donc x - Upn_1(X) + U(x + N) est continue, donc bornée au voisinage de

-N. Donc|U(x) ~ —%
X

TR
15
o0
151 Pourx>-1 :U'(X)=-2)_ e
1.5.2 Pourx >0,n e N* ette[;in—l,x+n]ona: L <L <1donc

(t+1)2 (x+n)2 _2

X+n X+n+1 dt X+n
[MORT N ik S
X+n—1 (t+1)2 x+h t2 (><+n)2 X+n—1 t2
N

x+1+N N
d'otl pour N € N, d’'aprés la relation de Chasles j T %< jx &4
n=1

D’ou, en faisant tendre N vers +o puisque les intégrales convergent:
O dt dt
[ <ux <[ )

x+l 2

On obtient alors -1- < U(x) < + d'ou|U(X) ~ +

X—>+00

+00

1.6 Pourx e D,ona % e Det %L e D. De plus U(%) = > —2
n=1

+00

_1
2 Z (x+2n 1)2

n=1
d’ou le résultat

PARTIE Il

1.1.1 e' -1 ~ tdonc f,(t) ~ tP
0 0

L d

Sip € N*, alors Itierp(t) =0/e

limfo(t) = 1

1L1.2fp(t) ~ £
+00

I1.2.1 t - fo(t)e™ est positive continue sur [0, +oo] .
De plus fo(t)e™ ~ te=*+Dt

+00

Donc, six < -1, alors I|m te~Dt = 40, donc l'intégrale diverge grossiérement.

t>+o0

Six > -1 alors te-*Dt = ot%oo(t—Z) d’apres les croissances comparée, et donc
l'intégrale converge.

[1.2.2 f, est positive et 'exponentielle croissante, d’ou pour toutt > 0 et
x>a: 0<fpt)e™ < fp(he™ puisque —xt < -at

On af,(he™ ~ tPrle~*Lt donc d’apres les croissances comparées, pour

+00

x> -1 :f(e™ = owoo(t%) ce qui donne l'intégrabilité sur ]0,+oo[ de t — f,(t)e™ qui est

postive et continue.

I1.2.3 On pose u(x,t) = fo(t)e™, pourt>0etx > -1

u admet des dérivées partielles par rapport a x a tout ordre p € N* et
L) = (-DPtPfo(e™ = (-1)Pfp(te™

oxP
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De plust - %(x,t) est continue sur [0,+oo[ et pour x > a et
te [0+ |ZH(xt)] = foe™ < fo(he ™

Comme t »fy(t)e ™ est intégrable, on en déduit que f est de classe CP sur tout

[a,+oo] avec a > —1( puisque bien sir la continuité et la condition de domination de
t > %(x,t) vaut pour tout entier k compris entre 1 et p).

Par extension de l'intervalle, ¢ est de classe C* sur] —1,+o[ et pour tout x de
] =1+, ona jp®(x) = [ “(-L)Pfy(tedt

II.2.4 On a par convexité de I'exponentielle :0 < e! — 1 < t pour toutt > 0, donc
0 < fo(t)e™ < e pourtoutt >0

Pour x > 0, onadonc 0 < ¢(x) < j;w eXdt = + (intégrale convergente)

Par encadrement, on a donc lim ¢(x) = 0

1.3

11.3.1 Pour x > 1, ona p(x) - p(x +1) = [ Meme D gt = [} ettt 5L (on

effectue une intégration par parties dans cette derniere intégrale)
[1.3.2 On pose pour x > =1 h(x) = U(X) — ¢(X).

OnaU(x) = (x+11)2 +U(X + 1). Donc h est périodique de période 1.

D'autre part, on a d'apres la question 1.5.2 lim U(x) = 0 donc lim h(x) = 0

Pour tout x > —1 et tout entier naturel n, on a donc h(x+ n) = h(x). Comme

lim h(x+n) = 0 on a donc h(x) = 0 et|U(x) = p(X)

I1.3.3 En égalant les expressions trouvées pour les dérivées d’'ordre p—2 de U et ¢,

on obtient donc :

+00
1 __ 1 [ trlex
;(ner)p (p-1)! Io et-1 at
PARTIE 1l

1.1 g est 2z périodique continue sur | — x, z[ et Ijrmg = limg. Donc, par 2z-périodicité

g est continue sur R

D’autre part, g est dérivable sur ]0,z[ et g'(x) = 1 pour tout x €]0, z[. g’ admet des
limites finies en 0 par valeurs supérieures et en r par valeurs inférieures et est donc par
parité et 2z périodicité de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoréme de
Dirichlet, g est donc en tout point réel la somme de sa série de Fourier, laquelle
converge normalement.

1.2

I11.2.1 Comme g est paire, on a by(g) = 0 pour tout n € N*

1.2.2 Comme g est paire, on a an(g) = jg(% — t) cos ntdt

Pour n non nul, en intégrant par parties:

an(9) = —&[(% - Bsinntlf — & [ sinntdt = —2-[cosnt]§ = —2ChT1)

n2
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Si n est pair non nul, on adonc a,(g) = 0O etsinestimpair,n =2k-1(k € N*), ona

4
donC a2p+1(g) = m

Enfin ao(9) = 2 [7(4 - )dt = 2 [(£ - H?]F = 0

2

11.3.
+0o0
sel: _ 4 _
11.3.1 On a donc pour tout t réel: g(t) = 2 kz; e cos(2k - 1t
+o0 +o0
— H . _ 4 1 — 2
Pour t = 0, on obtient donc: £ = 4 kz; S donc kz; e =%

.3.20naU(-1) = Z - 1) - 42 L :

En utilisant la questlon I.6 avec X = 0, on a donc T[U(O) + U(—%)] = U(0), d'ou

uQ) = £

I11.4 Comme g est continue , on peut appliquer la relation de Parseval et donc

+00

:% J._,r g?(dt = % Z (21:1)4
k

Or [1, g2(hat = 2[5 ~ 0%t = ~4((5 ~0°]] = 45 4%

1 _
Donc kzw =

On sait que la série > n—14 converge et en regroupant les termes pour les valeurs de
n paires et impaires ona:

+00 +00 +00

1 _ 1 1 1
Z nt Z (2k— 1)4 Z K4 Z (2k-1)* * 16 Z n4
k=1 k=1 n=1
—+00 +0o0
A _ 16 1 _ =t
Donc [y L = e =
n=1 k=1
1.5

I11.5.1 g est continue sur R donc admet une unique primitive G prenant la valeur 0
en0
On a pour tout x réel G(x) = j;g(t)dt. Donc G(—x) = j;xg(t)dt. En effectuant le

changelment de variables de classe C! u = —t (donc dt = —du), on obtient
G(—X) = —jzg(—u)du - —j;g(u)du — —G(x). Donc G est impaire
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De méme ,pour tout x réel:

G(x+2m) = [T g(tydt = [* g(vydt+ [ g(dt = GX) + [ g(B)dt = G(x) + 72y = G(X)
Donc G est 2z — périodique
[1.5.2 On a a,(G') = nby(G), donc pour n non nul: b,(G) = +a,(G') = Lay(g)
Sinest pair onadonc b,(G) =0etsinestimpair,n=2k-1, ona

bak-1(G) =

7r(2k 1)3

On a d’autre part a,(G) = 0 pour tout n puisque G est impaire.
G est de classe C! puisque dérivable et que G' = g est continue. G est donc en tout

point la somme de sa série de Fourier.
111.5.3
Comme G est continue on peut appliquer la relation de Parseval et

L :T G2(t)dt =

2 2(2k 1)6
Or j:rez(t)dt = zjo G2(t)dt
Pourt e [0,7] on a G(t) = —%(ﬂ—t) + Z,
Donc [ G2(tydt = [ (& -Z(&-0°+
[% E(%_t) _To(%_t 5] =2n 5[64 - 192 +3_§0] - ”5(T10+9_16) - %@5

+00

167% _ 16 1 1 _ a%
Donc 482~ = 18 kz; e donc kZ—(Zk_l)e .

+00 +00 +00
i 1 : 1 1% 1 1
On aalors , puisque Y- X converge: » 4 = L > L+ S
n=1 n=1 k=1
+00

+0o0
GZAZ_ 1 _ 64 % _| x5
6 (2k-1)® 63 960 945
k=1 k=1
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