4.

C.C.P., MP, 2001, Mathématiques II

(7 pages )

ERREUR D’ENONCE: n doit étre non nul (et n > 2 aurait été préférable pour la partie IV).

Partie I

Par développement par rapport a la premiére ligne, on obtient det Cp = (—1)"*! (—ag) = (=1)"ag =
(=1)™ P(0). Donc Cp est inversible si et seulement si P(0) # 0 .

En développant par rapport a la derniere colonne, on obtient :

—-X 0 0 —aop
1 —-X —ai
Xcp=|o0o . . 0
1 —-X —Qn—-2
0 0 1 —X—an-1
-X 0 0 0 0
1 —-X
k
-X 0 0 0
X 0 1 —-X 0 0
=(-X —an_ +o (=)t (g
( n 1) ( ) ( ) 0 1 —X
0
0 1 -X 0
n—1—k
1 —-X
0 0 0 0 1
1 —-X 0
n+1 0
+ -+ (=1)" (—a0)
1 —-X
0 0 1

(X —an_1)(=X)"" o (CD)HE () (- X)F 4+ (1) (—ao)
= (-1)" [X" +an 1 X" ap X 4 4 ag
soit x¢p, = (-1)" P.

Si @ = x4 alors deg @ = n et son coefficient dominant est (—1)". Réciproquement, si deg @ = n et son
coefficient dominant est (—1)™, posons P = (—1)" @ : on a alors Q = x¢, d’aprés [4].

1l existe A € M,,(K) telle que Q = x4 si et seulement si @ a pour terme de plus haut degré (—1)™ X™ .

a. X, = Xcp donne Sp(*Cp) = Sp(Cp) .
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1 . . . ) T2
L X=| 1 | eKer(Cp—AL) = | ' ' S =2

T
—ag -+ —OGp-2 —0Gnp-1 Tp Tn

)\xl = T2

)\%2 = I3

)\xn—l = Tn
ATy, = —00%1 — = Gp_2Tp_1 — Un_1Tn
Tro = )\xl

r3 = )\2.’,131

Tn = ANl
0= P()\) X1
1

A

et on a P(A) =0 donc Ker(*Cp — A,) =K. :
)\n.—l

. Si P est scindé & racines simples alors x «,, aussi et donc ‘C'p est diagonalisable.
Réciproquement, si ‘C'p est diagonalisable alors y «,, est scindé donc P aussi et, pour tout A racine de

P, ona A€ Sp('Cp) et la multiplicité de A est égale a dim (Ker(‘Cp — ALL) ). Or, on a vu au [b] que
dim(Ker( t{Cp — )\In)) = 1. Donc P est scindé a racines simples.

Ainsi ‘Cp est diagonalisable si et seulement si P est scindé A racines simples .

. © Puisque deg P = n, si P a n racines deux a deux distinctes alors P est scindé a racines simples et donc
[c] donne 'Cp est diagonalisable .

1 1
A1 An .
¢ La famille . Y . est formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres
)\111._1 )\z.—l
1 1 1
. . . 1 Ao oo Ay
distinctes. Elle est donc libre et donc on a bien : . . . #0
) ) 3
XLt e

. Prenons n = 2002, P = X?2002_ x2001 _ x2000 _1999 et A=Cp.

On a x4 = P et le théoréme de Cayley-Hamilton donne P(A) = O.

REMARQUE: Comme P(0) = 0 et P(t) —— +00, P a au moins une racine o dans R donc dans K et,

t——+o0

pour tout n, la matrice A = a I,, vérifie I’équation.

. Puisque f*7! 0, on a Ker f*~! # E et on peut fixer e € £\ Ker f*~! puis poser, pour k € [1,n], ex, =
f*~1(e). Montrons que (e1,...,€,) est une base de E : si il existe (A1,...,A\n) € K™ et (A1,...,A\,) #
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(0, ey 0) tel que > Ager = 0, posons r = Min{k | A\x # 0}; on a alors

k=1
6 — fn—r <Z )\kek> _ fn—r <Z )\kek> — Z)\kfn—r+k—l(€)
k=1 k=r k=r
S A OR ( > Akf’“"”(e)> =X f" o)
k=r+1
donc, puisque f""1(e) # 0, A = 0 ce qui contredit la définition de 7. Donc (e1,...,€n) est une famille
libre de E donc une base de E et, pour k € [1,1n — 1], f(ex) = f*(e) = ery1 et flen) = f™(e) =0.
0 0
1 0 0
Donc il existe une base B de E telle que Mat (f, B) = L =0xe.
1 0
Partie 11
On a AX = AX donc Vi € [1,n], Az; = > ajpzr donc |)\x1| = ‘ > aixr| < |aik| |xk| <
k=1 k=1 k=1
> |awk| I1X oo done Vi € [1,n], [ Aa| < || X -
k=1
Appliquons le résultat de [6] & ig tel que |x10| = ||X||OO, on obtient |)\| ||X||OO < 1y ||X||OO donc, puisque

X #0, |A| < i, done X € Dy
Ainsi VA € Sp(A), Jip € [1,n], A€ D;, donc Sp(A) C |J Dy, .
k=1

On a vu au [2] que les racines de P sont les valeurs propres de C'p et on peut appliquer [7] & A = C), avec

n
T = |a0| et pouri € [2,n],r; =1+ |ai_1|. Or, | Dy est le disque fermé de centre 0 et de rayon 11\</[an T
k::l ISR

donc toutes les racines de P appartiennent a By (0, R) ou R = Max{|a0|, 1+ |a1|, R |an_1|} .

Pour fixer les idées, supposons que a = Max{a,b,c,d}. Si n € N est solution de I’équation proposée,

il est racine de P = X2 + 2® — X¢ — X? € C,[X] donc, avec les notations de [8], on a |n| < R avec

R =2 car |a0| =0et 1+ |ak| = {% st ke {bec, d}. Mais, si 2 était solution, on aurait, en supposant,
sinon

par exemple, ¢ > d, 2° (2070 4+ 1) = 2¢(2°=¢ + 1) donc, par unicité de la décomposition en produit

de nombres premiers, b = d ce qui est exclu. 0 et 1 étant clairement solutions, on peut conclure que :

les seules solutions n € N de n® +nb =n°+n sont 0 et 1 .

REMARQUE: Plus simplement, si n # 0 est solution de 'équation, en notant m = Min{a,b,c,d}, on a
ne=™ 4 nbd=m = ne=m 4 pnd=m donc, modulo n, 1 = 0 ce qui donne n = 1.

Partie II1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

SiVn, u(n) = A" alors ¥n, u(n+p) +ap—1u(n+p—1)+---+au(n) = A" ()\p +ap_ 1 AP -—|—a0) =
A" P()\). Donc la suite n — A™ appartient a F' si et seulement si A est racine de P .

o @ est clairement linéaire et soit a = (ao, . ..,oz,,_l) € CP, il existe une et une seule suite u € F
telle que @(u) = a: c’est la suite définie par u(0) = «o,...u(p — 1) = ap_1 et, pour n > p, u(n) =
—ap—1u(n —1) —--- —apu(n — p). Donc ¢ est bijective et donc ¢ est un isomorphisme de F sur CP .

¢ On a donc dim F' = dim CP soit dim F ' =p .

. ei(p) = —ap_1ei(p—1) — - —aie; (i) — - - - — ape;(0) donc e;(p) = —a; .
. Notons (e1,...,&p) la base canonique de CP. On a ¢; = ¢ ' (g;41) donc la famille (e, ..., ep—1) est
I'image par I'isomorphisme ¢! de la base (e1,...,&p). Ainsi (eq,...,ep—1) est une base de F .
p—1 p—1 p—1
YU EFR, u=¢ o) =¢? [Z u(7) 61'4_1] = > u(i)p(ei41) donc Vu € F, u= Y u(i)e; .
i=0 i=0 i=0
f€L(E) est évident et si u € F, ¥Vn, u(n+1+p) = —ap_iu(n+1+p—1)—--- —apu(n + 1) soit
flw)(n+p) = —ap_1f(u)(n+p—1)—---—agf(u)(n) donc f(u) € F ce qui montre que F est stable par f .
p—1 p—1 p—2
Pour v € F, f(u) € F donc [13.c] donne f(u) = > f(u)(k)er = > ulk+1)exr = > u(k+1)ex +
k=0 k=0 k=0
Pl i—1 — Qi ep_ il<ig<p—1
u(p) ep—1 =u(l)eg+ Y u(k) ex—1+u(p) ep—1. En particulier, f(e;) = Cim1 7 GiCp-1 S O LD
i1 —apep—1 sii=0
0 1 ... 0
0 0o . : .
donc Mat (f, (eo, ..., ep—1)) = . . =tCp .
: : 1
_aO _al ... _a’p—l
1 1
A1 An
. D’aprés [4.d], une base de vecteurs propres pour ‘Cp est ) ey ) donc une base de
A A
p—1
vecteurs propres pour g est (vo,...,v,—1) avec v; = Y. AFex. Mais la suite w; : n +— A appartient & F
k=0
p—1
d’apres [10] et s’écrit w; = >, AFey.
k=0
Donc une base de vecteurs propres pour g est (vo, ..., vp—1) avec ¥n, v;(n) = A} .

p—1 p—1
. DoncVu € F, 3(ko,...,kp—1) € CP, u= > kjv; soit 3(ko,...,kp—1) €CP, VYneN, u(n)= 3 k A\}.
= i=0

1=0

Iei, P = X3 —(a+b+¢c) X%+ (ab+ ac+bc) X — abc = (X — a)(X — b)(X — ¢) avec a, b, ¢ distincts

(Phypotheése “non nulles” ne sert pas) donc [15] donne : une base de F est ((a”)neN, (0™ nen, (c”)neN) .

Partie IV
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17.

18.

19.

20.

21.

22,

. On a donc G; = Kerp; ol ¢; est une forme linéaire non nulle sur £. On a alors dim

Non (si n > 2) car rg(C4) = n—1 donc si rg(A) < n—1 alors A ne saurait étre semblable & C'4 (sin =1,
A = C4). On peut aussi, selon [4.c], prendre A diagonalisable mais avec une valeur propre au moins
double.

Siona (¥+) alors U —V = P71 (Cy — Cy) P. Or, les (n — 1) premieres colonnes de Cyy — Cy sont nulles
donc rg(Cy —Cy) < 1 et si on avait rg(Cy — Cy ) = 0 alors Cy —Cy = 0 donc U —V = 0 ce qui est exclu
(U et V distinctes) donc rg(Cy — Cy) = 1. Donc rg(U — V) = 1. On a donc montré que (xx) = (x) .

1
0
On a bien rg(U — V) =1 et, d’autre part xy = xv donc Cy = Cy et, si on avait (**), on aurait U =V
ce qui n’est pas.

U=0L, V= ( i) vérifient (*) mais pas (**) et on a PGCD (yu, xv) = X2 —1.

rg(u—v) = 1g(U—V) = 1et le théoréme du rang donne dim (Ker(u—v)) = n—1: H est un hyperplan de E .

. Sion avait F C H alors Vo € F, (u—v)(z) = 0 donc Yz € F, u(z) = v(z) cest & dire que up = vp.

On a donc Xup = Xvp. Posons P = xyup = Xvp, O adeg P = dim F > 1 et P divise yu et xv ce qui
contredit PGCD (xu, xv) = 1. Donc F ¢ H .

.o Onadonc F # FNH donc dim F' > dim(FNH) et donc dim(F + H) = dim H +dim F —dim(FNH) >

dmH =n—1doncdim(F+H)=net F+ H=F .
o Notons p = dim F'. Soit Brp = (ul,...,up) une base de F', By = (vl,...,vn_l) une base de H.

P n—1
Tout élément de E s’écrit x = > A\ju; + > p; vj done (ul, e Up, U, .,vn_l) est génératrice de F et
i=1 =1

(ul, .. .,up) est libre donc le théoreme de la base incompléete montre qu’on peut compléter Br par des vec-
-teurs de H en une base B’ de E .
o On a donc B = (ul,...,up,upﬂ,...,un) avec ug, € Hpour k > p+1. Or,six € H, u(z) =v(z) et F
est stable par u et par v donc on a

A B A B
Mat (u, B') = <;’7> Mat (v, B') = < = ) avec 4; € Mp(K) .
0] C O C

Donc xc¢ | xu, xc | xv et deg(xc) = n—p > 1 puisque F # E, ce qui contredit PGCD (xu, xv) = 1.
Donc F=F .

. {6} et E sont stables par u et par v et on vient de montrer que si F' est stable par u et par v et F # {6}

alors F' = E. Donc les seuls sous-espaces stables par u et par v sont E et { 6} .

. Pae définition, G; = (u/)"'(H) et U € GL,, (K) donc u € GL (E) et donc v/ € GL (E) donc dimG; =

dim H. Ainsi, pour tout j € N, G; est un hyperplan de E .

n—2
dim | () Kergp;
j=0

n—2 o
=n—1g(0, - ¢n-2) 2n—2n— (n—1) = 1. Donc 'noGj # {0} .
J:

. Suppposons le résultat faux et considérons comme le suggére I'énoncé, F = Vect {y, u(y),...,u?"1(y)} ol

p est le plus grand entier naturel non nul pour lequel la famille (y, u(y), ..., u?~1(y)) est libre qui est bien
défini car {k > 1| (y,u(y),...,u*"1(y)) } est non vide car (y) est libre et majoré par n—1. Par définition
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23.

dep, (y,u(y),...,uP~1(y)) est libre et (y, u(y),...,uP~ (y), uP(y)) est liée donc 3 (o, . .., ap—1) € KP tel

p—1
que uP(y) = > aguF(y). Ceci montre que uP(y) € F et donc u(F) = Vect {u(y), u?(y),...,uP(y)} C F.
k=0

D’autre part, Vk € [0,n — 2], y € G; donc u*(y) € H et et donc v(uk(y)) = u(uk(y)) donc, puisque
p—1<n—2,v(F) = Vect {u(y),u*(),...,uP(y)} = u(F) C F. On a donc F stable par u et par v avec
1< dimF < n—1 ce qui impossible d’aprés [21]. Donc B” est une base de E .

n—1
. On a u(eg) = exy1 pour k € [0,n — 2] donc Mat (u,B”) =CpouP=X"—- > e,’;(u(en_l)) X*. Mais

alors, d’apres [2], P = (—1)™ x, donc Cp = Cy. D’autre part, comme vu au [c] ,_Vk € [0,n—2], v(er) =
u(er) = egy1 donc Mat (v, B’ ) est aussi une matrice compagnon et, de méme que ci-dessus, c’est C'y .

On a donc Mat (u, B”) =Cy et Mat (v, B”) = Cy .

. En notant P la matrice de passage de B” & B, ona donc U = P"'Cy P et V = P 1 Cy P. On peut

donc conclure que : Y(U,V) € (GLH(K))Q, ((*) et PGCD (xu, xv) = 1) = (*%) .

On a bien : (u,v) € (GL (E))2 (car x4 (0) # 0 et xy(0) # 0), PGCD (xu, xv) = 1 (car si P | xy et P | xo
alors P | xu — X0 = 2(—=1)") et rg(u —v) = 1.
On peut donc appliquer le résultat de [22] & (u,v) : il existe une base B = (el, ey en) de F telle que
0 -~ 0 -1 0 -~ 0 1
Mat(u,B) =Cp= |5 7 O et Mat(v,B") =0y =
0 1 0 0 1 0

Le sous-groupe G de GL (E) engendré par u et v est G = {wpo ~cowp ‘ peN*, w; € {u,v,u"?, v_l}}.

Mais le théoréme de Cayley-Hamilton donne v = Idg et u™ = —Idg donc u?” = Idg donc v—! =y}
et u—1 =u?""!donc G = {wpo~--ow1 ‘pe N, w; € {u,v}}.
Posons X = {e1,...,en, —€1,..., —€,} de cardinal 2n (car e; = ce; n’est possible que pour i = j et & =1

par liberté de B) et montrons que V(g,z) € G x X, g(x) € X par récurrence sur p si g = wp 0--- 0wy
avec w; € {u, v}. Pour p =0, g = Idg et le résultat est vrai et si il est vrai pour g = wj, o --- 0w, alors,
pour h = Wy41 0 Wy 0+ 0 Wy = Wy 0 g, on a h(x) = wyy1(g(x)) avec wyi1 € {u,v} et g(z) € X et,
comme u(e;) =v(e;) = e;41 pour 1 <i<n—1etule,) =—v(e,) =—e1, on abienz € X = h(z) € X.
Ainsi, on peut définir x : Gx X — X
(9,2) — gxz =g(x)

On a clairement Vo € X, Idg *xz = x et V(g,h) € G%, Vo € X, gx (h*x) = (go h)*z donc  est une
opération de G sur X (d’aillleurs * n’est rien d’autre qu’une restriction de l’action canonique de GL (F)
sur E). On sait qu'alors il existe un morphisme ¢ : G — & (X) de noyau Kerp = {g € G | Vz €
X, g(x) = x} Mais, ici, si g € Ker ¢, on a, en particulier, Vi € [1,n], g(e;) = e; donc g = Idg ce qui
prouve que ¢ est injective donc G est en bijection avec ¢(G) C & (X) et comme card (& (X)) = (2n)!,
G est fini et card (G) < (2n)! .

REMARQUE: Une application linéaire étant caractérisée par I'image d’une base, G est en bijection avec
G = {(9(61),--~,g(6n))
G =G"ouG" = {(Elegk(l), .. .,€n€o.k(n)) ‘ ke [[0,7?,— 1], € € {—1, 1}}

L’inclusion G’ C G” se montre par récurrence comme ci-dessus car (W(Elegk(l)), ) ..,w(anegk(n))) =

g € G}. Posons o la permutation circulaire (1,2,...,n) et montrons que

(:l:fleo-k+1(1), cee isneok+1(n)) pour w = u ou w = v et que o est d’ordre n.

Réciproquement, on a par récurrence facile sur k, Vk € [0,n], (v*(e1),...,v%(en)) = (€or(1)- - -+ €orn))
et (uk(el), cee uk(en)) = (eo.k(l), s €ok(n—k)) —€ok(n—k+1) - > —Eo-k(n)). Posons g, = vk oy Tk (g0 =
—Idg, g, = Idg) , on a donc (gk(el),...,gk(en)) = (el, ey €k, —€ka1, ...,—en) et donc, en posant,
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pour k € [1,n], hx = gk—1° gk, (hk(el), ey hk(en)) = (el, ey BR 1y =€y Chdly e s en). On obtient ainsi
0 sig;=1
(21605 (1)s- - > Enoi(ny) = (g(e1), ..., g(en)) en prenant a; = 1 s; sl- _ 9= vFoh{to...0hon
;=

et ona g € G. Donc G C G’ et, finalement, card (G) = card (G”) soit card (G) =n2" .
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