Corrigé possible pour HEC 07 (option technologique) !

Exercice 1

1) Simple vérification en multipliant par e* au numérateur et au dénominateur.
x

2) a) Pour g(x) =In(1+¢%), on a ¢'(x) = 1i :
efL‘
1 1
dx e’ 1
0 - - CZ:D 1 x}:11 ~In2.
n a /0 Ty /0 L n( —i—e)0 n(l+e)—In
1 1 + efx
b)u0+u1:/ dr=1doncu; =1—1In(l+e)+1n2.
0 1 + e %
1 —(n+l)z _ —nz 1 —nzx(,—z _ 1
3) Uns1 — Up = / € € dx = / Ldm < 0 donc (uy), décroit.
0 14+e® 0 l14+e®
Comme de plus elle est minorée par 0 (u, > 0) on peut conclure qu’elle converge.
1 _—nzx —(n—1)z 1 _—nzx x 1 (1-n)z -1 _ ,—n+l
e " +te e " (1+e") / _ e l—e
1) a) uy + Uy = de = [ ST gy umm::[ }_
) &) tn + U /0 1+e=® v /0 I+e® * ‘ * 1—mnlo n—1

b) En faisant tendre n vers +oo dans 4)a), on a 2/ = 0 donc [ = 0.
5) a) Simple récurrence.
b) La série proposée vaut alors u; car u, tend vers 0.

Exercice 2
001

1) a) A2=10 0 0
00O

b) A% =0 donc Vk > 3, A¥ = 0.

' 11 3/2
C)OnaalorsSn:I+A+§A2: 01 1
00 1
d) S =S,
2) a) A2 =3A
b) Une récurrence immédiate donne A* = 3*~1A4.

n

d) Ainsi S =1+ é(eg’ —1)A.

3)a)Ona A? —2A+1=0

b) Simple récurrence.
~1 . 1 —~ k ~k—1
k=0 k=0 k=1 k=1
k-1 1 =~ 1 1

d) O — = B N
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f) A1n81 S =eA.

Exercice 3

1) a) P(ANC) = P(AnC/B)P(B) + P(ANC/B)P(B) = P(ANCN B) + P(ANC N B)

car { B, B} forme un systéeme complet d’événements.

b) Po(A) = P(ANC) P(AnCnB)  PANCNB)

P(C) P(C) P(C)
7P(AﬂBmC)XP(BﬂC) P(AnCNB) P(BNC)
P(BNC) P(C) P(BnC) . P(C)

= Ppnc(A) + Po(B) + Pzoo(A)Po(B).

2) a) Ppap,(F) = 1 car c’est un événement certain.

b) Obtenir 2 faces consécutives avant 'apparition éventuelle de 2 piles consécutifs sachantqu’on a
eu face-pile juste avant revient au méme événement sachant qu’on a obtenur pile juste avant (car

on veut I'apparition de 2 piles donc dans le face-pile le_face est inutile).
c) On a P, (E) = Prap,(E)Pr, (F2) + Prp, (E)Pr (F) = ¢+ Ppr(E) x p

3) )OnaPFmF(E):O
b) Pgp, (E) = PFI(E) par le méme raisonnement qu’en 2)b).
¢) On a P (E) = Prp, (E)Pr (F2) + Pryop, (E) Pr(F2) = Pr(E) X q )
4) 8) Pr(E) = g+ p x Pr(B) = 0+ paPr, (E) done P, (B) = 7= et Prr(B) = 12—
— 1+ p)g?
b) P(E) = Py (E)P(R) + Pr(B)P(F) = (TOL
1 2
5) a) De la méme maniere, no a P(G) = (1—1——(])])
—pq
1+ q)p*+ (1+ >+ ¢+ p(q + g7+ +q)° —
b) P(G) + P(E) = L+gp’+ (1 +p)® _ P+ +pala+p) P+ +pg _ (p+9)°—pg
1 —pgq 1 —pg 1 —pgq 1 —pgq

On est donc certain d’étre dans la configuration E ou G.

Exercice 4

+oo +oo
1) leet/ :r;f(:r;)z§<:>f01ax2+b:1etfolax3+bx:3/5
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<:>{a/4+b/2:3/5 <= a=6/5¢etb=3/5.
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" 0, siz<0
:/ F@)dt =< aZ +ba, siz e 0,1]
- 1, siz>1
4) a) Les variables aléatoires X; étant indépendantes et ayant la méme densité de probabilité,

Fufa) = f(2)" m 1
b) S, a pour support [0, 1] donc son espérance est F(X) = / zfn(r)dr = / xfn(z)dz
0

—00

c) B(S ):/len(x)dx:[xF (x)]l—/oan=1—/Oan

d) On a simplement majoré a3 par 1.
e) On a le résultat en vérifiant que G, = g,.
)

f/F </gn_G —G(0) = ﬁ(l—(§>n+1)—>0doncE(Sn)—>1.



