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e Partie I
1. a) Un calcul tres simple fournit (z) = ‘Qf — = 42 = R(sinz), avec R = % - %
sin“x  sin“x X X
b) En élevant au carré I’égalité (élémentaire !) admise par I’énoncé, on obtient :
. 2
(Slp nx) _ e—2i(n—1)m E e2i(p+q)r _ Z €2i(p+q—n+1)z. Posons Qn(t) — Z ei(p+q—n+1)t :
S 0<pq<n—1 0<p.g<n—1 0<p.g<n—1

. 2
@, est bien un polynoéme trigonométrique de degré n — 1 tel que (%) = Qn(2z) pour tout x € I.

¢) Les deux questions précédentes donnent :
3 4 . .
Y(z) sin® ne = (6 — 4sin? ) (sngna&r) = (4+2c082z) Q,(27)? = (4 + ¥ + e7%7) Q,, (27)2.
Posons P,(t) = (4 + e + e7%)Q,(t)? ; P, est un polynéome trigonométrique de degré 2(n — 1) +1 = 2n — 1
tel que v(z) sin® nz = P,(2x) pour tout x € I.

La relation ci-dessus détermine entierement P, () sur |0, 27[, donc aussi sur [0, 27] par continuité, et finalement
sur R par 27-périodicité. On en déduit I'unicité de P, en tant que fonction, et aussi I'unicité des coefficients a,, 1,

du fait de la liberté de la famille de fonctions (t — eikt)

" k() dt)e””’z 1 / ( 55 an,keik@—ﬂ)f(t) dr.

3
- 8mn -7 k=—2n+1

—2n+1<k<2n—1"

2n—1

1 1
2 m(@) = an? ) 22: +1 (an’k 2m

D’on, en reconnaissant P, et en utilisant la 27-périodicité de la fonction intégrée :

A =g [ Re-nima= s [ R s as= e [T R s as

3 3
8mn 8mn° ) _we

™ 1 ™
Enfin, en posant s = 2u : 7/ (z) = %/ P,(2u) f(z+2u) du = —3/ Y(u) sin® (nu) f(x + 2u) du.
’ dmn” J, 4mn° Jo

3. a) La restriction a [—m, 7] de ¢,, est continue sur [—m, 7| et admet e~* pour limite & gauche au point 7 ; elle est

donc continue par morceaux. On en déduit que ,, est aussi continue par morceaux.

— L T —i(ntu/m)x de = i _efi(nJru/ﬂ')z " — 1 ( _1)" iu 1" —iu) _ (_1)n Sinu.
en(pu) 27 /_,re . 27 i(n+u/m) 2i(nm + u) (=1)% (=1)" nw+u
2 L L sin? u
b) La formule de Parseval pour ¢, s’écrit : 1 = %ﬂ /0 lu(z)? dz = pll&loo k_zp lex (@u)]? = pll»riloc k_zp m
» — —
. . 1 1
Par conséquent, pll)gloo k;_p (ot Fm)? =
1 1 4 Lo
> = . .
c) Pour k > 2 et u € I, posons gy (u) (0T k)2 + (= Fr)? Le résultat du b) peut alors se réécrire
+o00
1 _ 1 1 1
(¥) Vuel, sinu U’ + (u+m)? " (u—m)? + k§2gk(u).

9 9 vy 6 6
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Pour tout u € I, |g;(u)| < % et |g) (u)] < %~ On en déduit que les séries > g) et > gy
o (k — 1) (k- 1) E>2 k>2

sont normalement convergentes sur I, ce qui permet de dériver deux fois (x) terme a terme ; il vient ainsi :

Les fonctions g, sont de classe C? sur I, avec g} (u) = —

Vu eI w(u)zg—i— 6 4+ 6 +J§og”(u):6 lim Zp: —1 _.
’ u4 (u + 71—)4 (u - 7T)4 k=2 k p—+too k=—p (u + kﬂ—>4
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4. a) f est continue par morceaux, donc elle est bornée sur le segment [0, 27], et aussi sur R entier par 27-périodicité.
. 4
b) G est le produit de la fonction ¢ — ¢(2t), qui est continue par morceaux et de la fonction ¢+— smtTnt
prolongée par continuité en 0, qui est continue ; G est donc continue par morceaux sur R.
Par ailleurs, g est bornée d’apres a), donc G(t) = , OjE (%4 ), donc G est intégrable sur R.
— =00

. . - P g(2u) sin® nu
tant fixé, t = 3 M(w), A gisuw) Sy,
c) p étant fixé, on peut écrire 7, (u) k;p k(u), avec Ag(u) = (£ )

2u) sin* nu .
o(u) = 9 )u4 — ntlimyg et, pour k # 0, Ay(u) — 0.
. 4
A (u) = 9(2u)(zln_ :;L — ) nt (hn)1 g et, pour k # —1, \g(u) —— 0.

Ainsi, chaque fonction Aj se prolonge par continuité en 0 et en 7 ; il en est donc de méme pour leur somme ,,.
d) 7, est continue par morceaux sur I et, d’apres c), elle est bornée sur I. Par conséquent, v, est intégrable sur I.

En utilisant successivement la linéarité de I'intégrale, le changement de variable ¢t = v + kw, la m-périodicité des
fonctions ¢ — g(2t) et t — sin®nt, et enfin la relation de Chasles, on obtient :

P (k+1)7 s 4 (p+1)7
) sin® nu g(2t) sin” nt /
) du = du = ——dt = G(t) dt.
/0 Yp(u) du = k_E p/ i Et k;_p/kﬂ . . (t)

e) . D’apres 3.c), la suite (y,) converge simplement sur I vers la fonction u — %g(Qu) sin (nu) 1 (u), qui est

continue par morceaux.

p
. La suite croissante ( > W) est majorée par sa limite %w(u), donc, en utilisant de nouveau 1.a) :
k=—p peN
4
o ()] < § lg(2u)] sin’ (nu) v(w) <  llglloo sin® (nu) - O = [1g]|oo S22
.4
La fonction u —— ST g6 prolonge en une fonction continue sur [0, 7], donc elle est intégrable sur |0, 7|.

sin® u

™

s
. Le théoréme de convergence dominée s’applique et donne : / vp(u) du — g g(2u) sin*(nu) ¥ (u) du.
0 p=ee - Jo

Compte tenu du b), on obtient alors en faisant tendre p vers +oo dans 1’égalité du d) :
+oo

G(t) dt = é/oﬂg(2u) sin®(nu) ¢ (u) du.

—0o0

.4
5. a) La fonction ¢ — f (x + %)%ft est le produit de t — f (ac + %), qui est continue par morceaux, et de

» qui se prolonge en une fonction continue sur R ; elle est donc continue par morceaux. D’autre part,

PN sm4 t
t*
f étant bornée, cette méme fonction est dominée par ¢ — 1/t* en 400 et en —oo ; elle est donc intégrable sur R.

b) z étant fixé, on reprend I'expression de 7} (z) obtenue au 2. et on applique 4.e) & la fonction f, : u — f(z+u):

t 3 2s\ sin?
7l (z) = 47m / ¥ (u) sin (nu) fo(2u) du = /fI (2t) sm " at = % f(m—i— ;S) 811814 5 ds (s = nt).
1
¢) Avec lexpression du 2., il vient : F{(CL‘) = ﬁ/ (u) sin? —/ (6—4sin? u) du = (671—4-%) =1.
0
. . sin? ¢

En reportant dans l’expression du b), on obtient —— dt = —
r 3

Enfin, cette méme expression du b) montre que 7 (z) =1 pour tout n € N*.

e Partie 11

1.a) [F(z,h)| < |f(z+h)| + |f(x)] < 2] flleo, d’0U, pour tout ¢ € Ry, 'existence de wy(t) comme borne supérieure
d’une partie non vide et majorée de R.
b) ws(0) = 0 de facon évidente. Sit < t',ona |F(x,h)| <wg(t') pour tout (z,h) € R x [0,t'], et a fortiori pour
tout (z,h) € R x [0,t], donc wy(t) < wy(t') par définition de la borne supérieure ; wy est croissante sur Ry.

S



Remarque

. Le choix des propriétés admises par 1’énoncé semble peu judicieux. Il aurait été bien plus utile pour la question 2.
d’admettre la sous-additivité de wy :

iv/ V(a,b) € RA, ws(a+b) <wysla)+ws(b).

. La propriété i/ est alors immédiate par récurrence sur n. La propriété ii/ se déduit de i/ en prenant n = |t|, compte
tenu de la croissance de wy. Quant & la propriété iii/, qui se démontre aisément, la question est surtout de savoir
a quoi elle sert... (¢f 3.a)).

. Etablissons donc iv/. Soit (z,h) € R x [0, a + b] ; deux cas se présentent :

-si h <a, alors |F(z,h)| < wyf(a) <wgs(a) +ws(d).

-sia<h<a-+b, onécrit h=a+h', avec 0 < h’ < b, et il vient :
|F(z,h)| =f(x+a+ k)= fa)| <[f(x+a) = f@)|+[flz+a+h) = flz+a)] Swsla) +wp (D).

En passant & la borne supérieure, on conclut que wy(a +b) < wy(a) + wy(b).

2. Soient deux réels ¢ et ¢’ tels que 0 < t < t'. La croissance de wy et la propriété iv/ établie dans la remarque
ci-dessus montrent que :
0 < ws(t') —wy(t) <ws(t' —1).

Fixons ¢ € Ri. Etant continue et périodique, f est uniformément continue, ce qui assure par définition méme
existence d'un a € RY tel que |F(x,h| <& pour tout (z,h) € R x [0,a], c’est-a-dire tel que ws(a) < e.
Par conséquent, si 0 <t —t <, on aura 0 < wy(t') —wy(t) < ws(t' —t) < ws(a) < e. Cela montre que wy est

uniformément continue sur R, .

3. a) Remarque : I'hypothése selon laquelle f n’est pas constante ne sera pas utilisée, et est donc inutile.

2t t in¢
On a établi au I-5. les égalités 7f(x) = %/ f (x + g) bl? dt et 1= 2%1_ / % dt.

On peut donc écrire 7/ (x) — f(z) = 2&/ <f (x—i— %) —f(@) Sl;l t dt, puis -

.4 -4 4
Froy 3 2t sin” ¢ 3 (2|t|> sin"t 3 (%) sin” ¢
| () f($)|<27r/R (o) —s@] Fam s o [ wr(S0) T de= erl5) et

2t \ sin™ ¢t
Le majorant obtenu ne dépend pas de z, par conséquent ||7f — f|loo < %/ wf<—> m dt.
Ry n

b) D’apres la propriété admise ii/, wy (2t) < (142t wf(%) En reportant cette majoration dans l'inégalité

(1 +2t) sin¢t

i » on obtient :

du a), et compte tenu de 1'évidente intégrabilité sur ]0, +oo[ de la fonction ¢ —

+oo 1 24) i 4t
H7T£_f|‘oo<Ach(%)7 ot A:%/ %dt.
0

c) f étant continue, wy l'est aussi d’apres 2., donc uq(%) ———— wy(0) = 0. On déduit donc du b) que la suite (7))

n—-+oo
converge uniformément vers f sur R ; cela démontre le théoreme de Weierstrass trigonométrique.
4. a) La continuité de f n’a été utilisée qu’en 3.c). L’inégalité (3) est donc également valable pour f € CJL.
b) . L’implication ili/ = ii/ a été prouvée au 2.
. L’implication ii/ = i/ est évidente.
. Supposons i/. L’inégalité (3) montre alors que la suite (7)) converge uniformément vers f sur R.
Chaque fonction 7/ est continue, donc f est continue par théoreme. Ainsi, i/ = iii/.

5.Si f est de classe C', f’ est continue et 2m-périodique, donc bornée ; I'inégalité des accroissements finis donne
|F(z,h)] < h|f|loco, d’olt on déduit que wy(t) < | f']oo-

“+oo
t
En appliquant cette inégalité a 2t au lieu de ¢, le 3.a) donne ||7f — fl|oo 6 Hf e / % dt.
0
+o0 +oo
t 1 1 !
Mais 8 <2 et / sin / tdt+/ = 5+5 =1 Finalement, [[7] = flloc < 2 e
0




