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On aura souvent besoin dans ce probleme du critere continu de convergence dominée de
Lebesgue :
si lim f(;z: t) = g(t), s'il existe ¢ intégrable sur I telle que Vt € I, |f(x,t)] < ¢(t) alors

hm f ; f(x,t) dt existe et vaut f ;9(t) dt qui se démontre comme le théoreme de continuité sous

le 81gne intégral avec le critere sequentlel de limite.

PARTIE I - CALCUL DE LA SOMME D’UNE SERIE

4
I.A.1 Par un calcul immédiat on a a,(f) =0, by (f) = 0 et bop1(f) = D) On a donc
4 [(n—1)/2]
= — in|(2 1)x|.

I.A.2 Grace au théoréme de Dirichlet, comme f est de classe C! par morceaux sur R, 27-

périodique alors, si @ # Olnx], lir}rl Sn(f)(z) = f(x) (car x n’est pas un point de
discontinuité) puis si z = 0[n], 1ir+n Su(f)(z) =0= f(z).

Conclusion : dans tous les cas on a 1151_1 Su(f)(z) = f(x).

Enfin, si z = g, sin(2p + 1)z = sin(pr + §) = (=1)? donc S = —f(5) =

|
N

I.A.3 On applique I'égalité de Parseval a f :

16X 1 1 /[
/f2 t)dt = Z(2p+1)227r/ sin®(2p + 1)z dz

16 <X 1 1
I=2 Z2 1272
m = (2p 4 1)°
G100 1 2
don =5 — "
! 1,2:30(217—1-1)2 8

I.B.1 L(z) est la somme d’une série entiere de rayon de convergence 1 donc L est déja définie

pour z €] — 1,1[. Comme ) est une série divergente, L n’est pas définie en £1.
n

Conclusion : L est définie sur | — 1, 1] intervalle maximal.
400 nt1 —In(1 — 2
Comme —In(1 —z) = n;o ;f+ 7 on obtient L(z) = %
In(1 — 2?)

I.B.2 [ est bien définie car si on pose g(z) = 5 alors g(z) ~ —1 et g(z) Tln(l — )
T

qui est intégrable.

T n(1 — ¢? —In(1 — 22 1
Soit h(x) = % dt = n(l— o) —In . e apres une intégration par parties.
0 x —x
Pour avoir la valeur de I, il suffit de prendre la limite de h quand x tend vers 1. Or
1-— 1
h(z) = — ° In(l —z)— v In(1+z) donc I =—2In2.
x

N J/ N J/

-~ -~

—0 —2In2
1
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In(1 — 22 oo g2
I.B.3 On écrit que n(7233) = — Z <
x

+o0o
— > fa(x). Les fonctions f, sont positives,
n=0

1
1 1
n(z)dr = donc » converge. On peut appliquer le théoréme

de Lebesgue d’intégration terme a terme d’une série de fonctions :

+oo 01 <3 1
——Z/ P& == G T

et en conclusion Sy = 21n2.

. 1 . .
5 On rééerit Sz : S3 =4 E o (n+1)(2n+1)2
2

(n+1)(2n+12 " R
53 donc S3 =14 <Z —21n2) =72 —8In2.

1.B.4 S5 est définie car

te2nt 1) —2n -1 _
Or 25, — S, =
P2 == L T a1

PARTIE IT - ETUDE LOCALE DE F
IILA On a [t =t"".
- |Int| ., . JEST -z
e En0: [t—*p(t)] Y intégrable ssi x < 1 (t7z [t7*p(t)| ~t |Int| — 0).
e En 1: [t *p(t)] > |In(1 —¢)|x(1 —¢) qui se prolonge par continuité.

Conclusion : Dp = Q.
IL.B tp(t) se prolonge par continuité sur [0, 1] donc il existe A > 0 tel que [tp(t)] < A d’ou

1
A
|F(2)] < / o tp(t)|dt € = — 0ie.  lim  F(z) =0.
0

|ZL‘| Re(z)——o0
, . |[In(1 —1¢)
I1.C.1 On sait que In(1 —¢) < —t donc —In(1 — ¢) > ¢ soit — > 1 pour t €]0,1[. On
déduit de cette inégalité le résultat suivant :
! In(1—¢ ! 1
F(z) = / £ lnt|w dt > —/ P Intdl =
0 t 0 (1 - )
apres une intégration par parties.
Conclusion : lini F(z) = +o0.
1
I1.C.2 On vient de voir que G(z) a
— )
In( —In(1—1¢ t
11.C.3 F(z) - G(x) = t‘$|1 f (‘ . 1) dt. Soit p(t) = % ~1 gt
Int
| Int|p(t) < \lnt] = (t) et P(t ) | r21 | intégrable et 1 se prolonge par conti-

nuité en 1.
On peut appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue

lim F(z) — G(z) = /01 | In4 <_ln(1 =0 _ 1) dt.

r—1 t t
—(1)
F(x) F(x) — G(x)
I1.C.4 =1-—~2——7 1 1.
C Gl G — 1 quand x —
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Soit f(z,t) =t "p(t) € C(]—o0, 1[x]0,1]), g—i(:p,t) = —t""Int.p(t) € C(]—o0, 1[x]0, 1]).
2

g(x, t) est intégrable au voisinage de 1 (se prolonge par continuité) et %(w t) ~ > h; !
Zz T T

est intégrable pour z < 1.
0

Va €] — o0, 1], Vo €] — 00,a], '—f(:c,t)’ < |Int|t™*p(t). Le théoreme de dérivation de
or N————’

intégrable
Lebesgue s’applique sur | — 0o, a| pour tout a donc F' est dérivable sur I et

F'(z) = /01 —t " Int.p(t) dt.

k
De méme Dk ——(z,t) = (= Int)*t~*p(t) est majoré par | Int|*¢~?p(t) donc, par récurrence

1
sur k F est de classe C*® sur [ et F®) (1) = / t=(—Int)*p(t) dt.
0
On reprend a peu de chose pres la démonstration que l'on vient de faire : on pose
) 8k+l
flz,y,t) = t7t"p(t), Wagh(x,y,t) = (—Int)** f(z,y,t) et on utilise le méme

argument qu’au II.D et on a

or! ' K+l
= —Int 't p(t)dt et e C™.
s P = [ (e deet e
F F
II.LE.2 On remarque que za— = 8_
oxr Oy
’F 2F
I1.E.3 Par un calcul simple on arrive a 8_ 0 = 10
Ox? 8y
II.F.1 On pose z, = z, + iy, alors
OF oF OF
F(z0) = F(2) = (0 -2) 5 (2)+0=0) g (2) ol =2) = (@) +iln—v)] 5 () +0(zn—2)
F(z,)—F OF OF !
d’out % — %(z)—i—o(l) 83:( z). Onaainsi DF(z) = /0 —Int.t*p(t) dt.
ODF  ODF DF(z,) — DF O*F
I1.F.2 On prouve de méme que ¢ = ——— donc (z0) (2) — (z) et, par une
Ox dy Zn — 2 Ox?
récurrence immédiate, DF¥F(z) = 8kF( ).
’ ok
o (—Int)"
I.G.1 t7% =eulnt = #u" pour t > 0, R = +o0.
" n!
0 .
II.G.2 En utilisant le développement de la question précédente, on a F'(z / Z fr(t)z Fdt
0 k=0
. (—Int)* . .y .
ou fi(t) = Tp(t). Chaque fonction fy est intégrable sur I =]0, 1] et les fonctions

fr sont positives.
Si on pose Sk(t,r) = Z fe(®)rk avec 0 < r < 1 alors Sk (t,r) est majorée par t~"p(t)

qui est intégrable sur I donc le théoreme de convergence dominée nous permet de dire
que, avec r = |z|
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1

+o0o
Z c2® = lim Sk(t,z)dt = F(z).
k=0

K—-+o00 0

On déduit de ceci ’égalité demandée.
+oo
I1.G.3 On vient de voir que le rayon de convergence de la série > cx2* est supérieur ou égal a
k=0
1. Comme F(z) — 400 quand x — 1 alors R < 1.
Conclusion : R = 1.
II.LH.1 On a prouvé que lqu(F(x) —G(x)) =1>0aulIl.C.3. On développe G en série entiere
1

+oo 1
de la méme facon que F, G(z) = . bpa* avec b, = o (=Int)*dt = k+1 (en
k=0 ~Jo

posant ¢ = e~* on reconnait la fonction I'). Or

1
k!

Montrons que > ¢, — by converge. En effet pour x > 0, F/(z) — G(x) qui tend vers [ en

! In(1 —
cp — by = (—1nt)k+1 {—1 - M} dt > 0.

+o0
croissant donc Y (¢ — bg)z* < 1. Soit K € N on a, en passant a la limite quand z — 1
k=0

K K
Z(Ck — bk)SCk — Z(Ck — bk) S {
k=0 k=0

donc la série a termes positifs > ¢, — by converge i.e. ¢, — by — 0 et en particulier
Cp ~~ k.
I1.H.2 Comme ¢, — +0o alors la série S ;2% diverge pour |z| = 1.

PARTIE III - DEVELOPPEMENTS EN SERIE
In(1 —¢) oo

-3

IIT.A.1 On sait que et le rayon de convergence vaut 1.

n=0 n +
dt
u =lInt du = —
III.A.2 On fait une intégration par parties ttn7z+1
dv =t"*dt v =———
. ) n—z+1
==+l 1 -1
d'olt u,(2) = | ——— Int —7/ "t = —m—.
n—z+1 o n—2+1J, (n—z+1)2
‘6
HIL.A.3 F(z) = —/ t* lntz (t) = L (—1Int) alors|g,(t)| = - (—1Int)

1
ou z = Re(z Or/ lgn(t)| dt = CES TS et Zfo |gn(t)| dt converge donc,

en vertu du théoreme d’interversion de >~ et [ on a bien

+00 1 s 1
(1) dt = = nln — 2)2°
Z/g <n+1><n+1—z>2 ;nm—ZV
. 1 : 1
II1.B.1 Soit hy,(u) = m pour u < 1 alors B (u) du = m

Pour z € I, la série ) ffoo hpn(u) du converge et les fonctions h,, sont > 0, on peut, la
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aussi intervertir Y et [ d’ou

—+00

@(a;):/ du—f/ du—;m

T 1 2
t ®(0) = —_ =
+
JIII.B.2 Pour 0 <z <lona0< < série convergente) d’ou
S BT ¢ gente)
+oo 1
dot () ~ —
T) ~ ;
ou Y12
HLCA Hy) = Flig) = 5 ———— = 5 fuly)
.C.1 = F(iy) = _— = w(Y).
Y Y n=1 TL(’I’L - Z?J)Q n=1 Y

1 too 4 1 A y1te w
Or 12(0) = sy o [ 19y =g [asctan ] = Z
La série > fR| fn| converge donc on peut lui appliquer le théoreme de Lebesgue

d’interversion intégrale et sommation. |H| est alors intégrable sur R et

+oo “+o00
1 dy
H(y)dyzzg/ ap "
n=1 NG =9 —~— )

=0

“+00

—00

Ensuite |H (y)|? < |H(y
HOP < 1| X s <
|H| Dest.
+o00 1

II1.C.2 Etudions la convergence de _
& 2 ma(m )P
1
me(m + n)P mo+h’
nécessaire pour que la somme S(a, [3) soit définie est que a+ 3 > 1, ce que 1'on suppose
par la suite.

+oo ]
< |H(y)| 3. — donc [H[* est intégrable car
n=1"7

Si a4+ [ < 1 alors cette série diverge donc une condition

+oo 1
On va chercher un équivalent de )

—— et on utilise pour cela le théoreme de
=1 me(m +n)P

1
comparaison série-intégrale avec f(z) = W fl(x) = —iijé)f_ Z);Tl
1 1
e Si o > 0 alors f est décroissante donc I,, < Z < + 1,, ou
mm1me(m+n)8 = (1+n)s
+o0 d
I, = / e On fait le changement de variable y = nx dans [,, on a
1 2z +n)’
;o 1 /'+oo dy
tone T g, ey + )Y
1 oo dy oo 1
— Si 1 alors I, ~ —— ——d —— ~
ia < 1 alors na+5—1/0 Y onc ,nz::lm“(m—i-n)ﬁ
=7
I

ﬁi.e. S(a,B) < +oossi 20+ 5 —1> 1.
neTr=
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— Si a > 1 alors, avec le théoreme d’intégration des relations de comparaison,

/“’"diy_/l L+/+°°d7y
1 Yy +1)° 1 Yy +1)° 1 y*(y +1)7

/1 dy —not
1nya O[_l'

a—1

1 n
neth~la -1 (a—1)nf
faire converger S(a, [3).

Remarque : on peut se passer du théoreme cité ci-dessus (qui n’est plus au
programme) en utilisant 'encadrement 1 < y < 2 pour y € [0, 1] et intégrer
les inégalités ainsi obtenues (mais il faut alors distinguer les cas 5 > 0 et

B <0).

. . . nn .
— Si a = 1, le raisonnement ci-dessus nous donne [,, ~ — et la comparaison

d’ou I, ~ et donc la condition a4 § > 1 suffit a

avec les séries de Bertrand nous donne la encore la convergence de S(a, f3)
pour a+ (3 > 1.

e Sia < 0onposey= alors, par le méme genre d’argument que ci-dessus, on
a

+h + +
. oo 1 ° dx 1 © dy
obtient —_— — ~ ~ -
m:[%m me(m + n)” /vn z®(x+n)f  nothl L yo(y + 1)°
o [yn] 1 1 g s 1 bl h " 1 o
= n o S, = — o t) = :
! m2:31 me(m+n)? — poti-l ou o m2:31 (%) avec h(t) to(1+ 1) n

reconnait a peu de choses pres une somme de Riemann qui admet comme limite
/"Y y—oz dy
o (y+1)° N
oo 1 1 © ymod
Finalement ) ~ / YV On se retrouve en fait dans le
m=1 m(m +n)’  petl fo (y 4+ 1)8

cas oll o < 1 traité ci-dessus d’ou le domaine de convergence :

IT1.C.3 On décompose la fraction rationnelle
1 1 [ m-+n (m +n) N 2i 21

(vt im2y— P (mrnp | (yrmP (y—im? ytim y—in
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+o0 d
On remarque ensuite que, pour a € C\ R, / (Ty)Q = 0 (cfIII.C.1) et, pour
o (yHa
b e R*,
X X
d 1 X
/ Lo |2 In(y? + b%) — i [Arctan y] — —2¢im
_x y+ib 2 x al-x

ol € est du signe de b.

) toe dy 4
Finalement - - = .
oo (yH+im)2(y—in)2  (m+n)?

+oo +o0o
1 1 1 1
H 2 = _ X _— = _—
H ()] mzl m(m — iy)? ; n(n +iy)? m;1 mn (y +im)%(y — in)?
1 1
= lim — . . .
N—+o0 1§§§N mn (y 4+ 1m)%(y — in)?
—Hy ()
oo 4aT )
Or Hy(y)dy = Z —————= qui est une somme convergente vers S(1,3).
o e mn(m +n)

Ensuite on applique le théoreme de convergence dominée car
e 0 < Hy(y) < |H(y)|? qui est intégrable sur R,
: _ 2
o Jm Hy(y)=|H(y)
1 [t
d’oti, en conclusion : 4—/ |H(y)|?dy = S(1,3).
T J—00

N
n(n — z)?

1

1
ITI.D.1 Si z € C\ N* alors chaque quantité ——— est définie et comme ~ =,
n

n(n — z)?
la série définissant F' converge absolument. Le domaine 2 est donc égal a C\ N* (c’est
I’ensemble maximal sur lequel F' peut étre définie).

+o0 1

Q F =
Sur Q on a F(x,y) nz::l Y P—T

+oo
= > F,(z,y) et, par une récurrence
n=1

immeédiate,
oM i (k+1+1)!
TF”(x’y) - ( ; k>+l+2'
ozkdy n(n—x—iy)
k-t
Soit Q, = {z € C | d(z,N) > %, x < p} pour p € N*. On a alors WFn(Jf,y)‘ <

1 (k+1+1)! o O
EW donc la série Z W

classe C* sur (2, pour tout p et par conséquent F' est de classe C*° sur Q= U Q,.
peN*
III.D.2 |z —n|*> = (x —n)? + y* > (n — ng)* d’ol, en posant a = 2’ —n et b=z — n alors

F,, converge normalement sur (2, F' est donc de

1 1

i |b— a|x

Ly Lo
abb  aP~1b? abp

<|b—al 1 N 1 P 1 < plz — 2|
—_— a . .. —_—.
- jal.[b] — |a[P=tbf? lal-1bl? /= (n = )P
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I11.D.3 Soit (z,) une suite de complexes de € qui tend vers z et ng un entier > Re(z,) pour

1 1 1
tout ¢ alors, en posant f,(z,) = n—2) |Go—ne " Gone) on a
q q

e DIACIED S ACH

n=ng+1

. —2
. Zlqlgfn(zq) G

2|z — 24 2M
Ul € ks < s

ou M est un majorant des |z — z,|.

+o0o
La série Y.  fu(z,) converge normalement donc on peut intervertir la limite sur ¢ et

n=ng+1
la sommation d’ou
F(z,) — F(2) =X 1

IR CORE AORENP) S S—y )

=z Zg— 2 “—~n(z—n)
La récurrence est alors immédiate vu la majoration du ITI.D.2 qui assure la convergence
normale.

+oo 1

) . Pk _
Finalement : D"F(z) = (k + 1)! nZ::l W

ITI.LE.1 On utilise la formule du ITI.A.3. Pour |z| < 1 on a

1 11 1 &= 2+
—— = = — k+1)—.
(n—2)2 n*(1-2)2 n? kZ:O( )nk
- 1
e La série des modules converge vers ————.,
: (n—12l)
e la série )  ——— converge
2 g — [
on peut donc utiliser le théoreme d’interversion des séries qui dit que
+o0 1 +oo Zk +oo +oo 1
_ _ k
EED IS SIRIES yURIE) e
n=1 k=0 k=0 n=1
o = 1
On a ainsi ¢ = (k+ 1) nz::1 T
k < L done Ia série ST 2 1
III.LE.2 Pour £ € N on a s = 3 onc la série n;l o converge normalement et par
conséquent
+o00 1 +00 1
k1—1>I-PooZ nk+3 B kEr-Poo nk+3 =1
n=1 n=1

et en conclusion : ¢, ~ k.
Remarque : on pouvait aussi utiliser le théoreme de comparaison série-intégrale.



