Centrale 1991, Maths | - Corrigé

Partie | : Polyndmes de Newton

1°) Soit Th(X) = X(X - 1)..k;|(X —k+1)
égal akona: I'y(z)= () entier. Pour = = —t négatif on a:

Ty(z) = (_l)kt(t—i- 1) ..}CEt—i- k—1)
Note : (H']Z_l) est le nombre de combinaisons de ¢ objets pris k & k avec répétition (tirage avec remise de k boules parmi ).
On a: Ty(—1) = (=1)k.
2°) On a les égalités: nl',(X) =—(X..(X—-n+1))=X-n+1I,_1(X)

; pour x compris entre 0 et k — 1, T'y(z) est nul et pour x entier supérieur ou

= (D (T ez,

(X +1)-T,(X)

=
—

X (X—n+2)(X+1-X+n-1))
= 7(71_ ol (X...(X fn+2)) =T,-1(X)

3°) Comme les ' prennent des valeurs enti¢res sur les entiers, les combinaisons linéaires des ' & coefficients entiers font
de méme.
Inversement, considérons un polynome @ de degré n, prenant des valeurs entieres sur n + 1 entiers successifs zo, . . ., z, (une
progression arithmétique de raison 1). Montrons par récurrence sur n que ) est une combinaison linéaire des T'y, & coefficients
entiers. Pour n = 0 c’est clair. Supposons-le acquis pour tout polynéome de degré au plus n — 1.
Soit @ de degré n; comme le systeme (I'y) est & degrés échelonnés, c’est une base de R[X] ou C[X]; on écrit:
Q=ay+a;l'1 +---+a,I',, et a, n’est pas nul (degré). Soit Q1 = Q(X +1) — Q(X): c’est un polyndéme ayant la méme
qualité, de degré inférieur a n (les X™ s’éliminent) et qui prend des valeurs entieres sur n entiers successifs zo, ... x,_1; donc
par hypothese de récurrence, on a:

QX+ -QX)=a(T1(X+1)-T1(X)+ - 4+a,Tn(X+1)-T,X))=bg+ -+ bp_1T1
ou les b; sont des entiers. En utilisant le 2°, on obtient: by +---+b,_11'n_1 =a1lg+ -+ a,'_1 et le systeme des 'y, est
libre, donc on a : ar = bi_1 entier pour tout & > 1; ag est aussi entier par différence Q — a1’y — ... a,I[',, évaluée sur I'un
des z;. Donc @ est bien une combinaison linéaire des I'; a coefficients entiers.
4°) Soit F = P/Q une fraction rationelle réelle (R(X)) prenant des valeurs entieres sur les entiers. Soit: d = degF =
deg P — deg Q. Si d est négatif, la limite de F'(z) en +oo est nulle; donc F(n) est nul pour n entier assez grand, ce qui
implique P(n) =0, d’ot P = 0. Si d =0, F' a une limite finie £; alors P — £(Q) sera nul sur les entiers assez grands (méme
raison), donc nul, ce qui entraine: F =/{ € Z.
Supposons que les fractions de degré d prenant des valeurs entiéres sur les entiers sont les polynémes vus au 3°. Soit F' une
fraction de degré d + 1, s’écrivant sous la forme F(X) = Q(X) + H(X), ou H est une fraction de degré négatif et @) la partie
entiere de F, de degré d. Alors la fraction F; = F(X +1) - F(X)=Q(X +1) - Q(X)+ H(X +1) — H(X) est somme d'un
polynome () de degré d —1 et d’une fraction H; de degré négatif, et prend des valeurs entieres sur les entiers. Donc on peut
appliquer ’hypothese de récurrence a Fi, de degré d — 1, soit H; = 0 et ()1 combinaison “entiere” des I'y. Cela entraine
comme ci-dessus que ) est une combinaison entiere des I'y, & une constante pres: Q = Q2(X)+a d’ou F = Qa+a+H; F—Qo
est une fraction de degré négatif ou nul, prenant des valeurs entiéres sur les entiers: on a vu que c’est une constante entiere,
d’ou le résultat.

Partie 1l

1°) a) On étudie le systeme linéaire : f(k) = zn: a;T';(k) pour i < k. Compte tenu du I2°, ce systeme s’écrit: f(k) = Z ai(’:)
et le vecteur A = (a;) s’exprime en fODCtiOIlldl(i vecteur F' = (f(i)) par la relation matricielle: F' = M.A ou A :l]\04_1F7
M étant la matrice triangulaire inférieure de coefficients: m;; = (;) (triangle de Pascal); M est triangulaire supérieure :
m;; = (Z) et est la matrice de 'application P — P(X+1) de R, [X] dans lui-méme ; donc ‘M ~" est la matrice de P — P(X—1)
soit de coefficient général: (—1)7*(7) (par développement binomial de (X —1)7); soit: M~ = ((—1)'J (;)) Il en résulte
que on sait calculer les a; sous la forme :

En particulier, on trouve: ag = f(0),a1 = f(1) — f(0),a2 = f(0) —2f(1) + f(2) etc...On note aussi que les a; ne dépendent
aucunement de n ni de k, d’ou I'unicité de la suite (a;) CQFD.

Note :  On vient de réaliser une interpolation de Newton, consistant & trouver un polynéme prenant des valeurs imposées (les
f(k)) en des points fixés (ici, 0,...,n). Le procédé semble plus indirect que celui de Lagrange ; en fait, il est pratiquement
plus simple a calculer effectivement (les coefficients des T’y se calculent aisément de proche en proche).

b) La formule précédente et celle du bindme donnent immédiatement : a; = > (—1)i~7 (;)bj =(b-1)°
=0
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2°) a) Soit f de classe C™ et soit p(t) = f(t) — > apl'k(t) — AT,41(t); cette fonction définie au moins sur R, et est nulle
i=0

par construction en t =0, ...,t = n. On peut choisir x et imposer ¢(z) = 0 dés que I';, 11 () n’est pas nul; si z vaut 0,1, ...
ou n, la question posée est immédiate avec 6 quelconque. Sinon, ¢ s’annule en n + 2 points distincts ; le théoreme de Rolle
entraine que ¢’ s’annule en n + 1 points distincts, etc. . . jusqu’a ¢ qui s’annule au moins une fois en un point § compris
entre Min(0, x) et Max(n,z); or par degré on a: @+t = fn+l) _ AFE:fll) = f*+1) — A car le coefficient dominant de

I, 11 est précisément (SO Ainsi A = f(*+1)(9), soit bien :

CEOESWANCERWONED

by En particulier, f(n + 1) = Zn: arDr(n 4+ 1) + 1.f+D(9) = nil arTr(n 4 1) soit: f*+1)(0) = a, 41 et on peut affirmer
=0 1=0

que 6 est positif, parce que x = n + 1 l'est (voir ci-dessus). Ainsi, chaque a,, est la valeur de ) en un point de Ry

3°) Supposons que n” soit entier pour tout n € N* et que 7 ne soit pas entier. Comme 2" ne peut étre entier que pour
r > 1, nous supposerons que 7 > 1. Soit f,(x) = (p+ «)" qui par hypothése est définie sur [—p, +00[ et prend des valeurs
entieres sur les entiers; le 2°b s’applique et donne a,, , = ,S”)(An,p). Or le mode de calcul des ay, fait que si f, prend des
valeurs entieres sur les entiers, les ay sont entiers (formule (V) encadrée). Nous choisirons n = E(r) + 1 > r > n — 1. Ainsi,
np =71(r—1)...(r —n+1)(p+ Anp)" " est entier et n’est pas nul en tant que puissance négative (r — n < 0). Lorsque
p tend vers +00, p + A, fait de méme car ), > 0 (voir 2°b) donc a,,, tend vers 0 car 7 — n est négatif. Etant entier, il

devrait étre nul a partir d’un certain rang, exclu. Donc r est entier.
Partie Ill : Etude de séries de Newton

1°) Soient x réel non entier et p réel, et p, = n?|Uy ()], un = In(pt1) — In(uy)
n+ 1)P Lona(2) | _ <n+ 1>P

n L, (x) n

Up =(p—x— 1)% + O(n%) ; la série de terme général w,, sera donc divergente en général (par équivalence a un terme de

n—=
n+1

. Un DL (a lordre 1) fournit:

a) Soit la série de terme général wu, = ln(

série divergente et de signe constant), sauf si p = x 4+ 1 auquel cas le terme complémentaire reste seul, et la série converge.
n—1

b) Comme les termes s’éliminent lors de la sommation, on a: > u; = In(u,) — In(po) ; d’ol le comportement de gy,
i=0

e Si p>ax+1 alors u, tend vers +oo
e Si p=x+1 alors p, tend vers £ €]0,+o0[ et on peut introduire: K(x) = lim n" "', (z)|

n—oo

e Si p <x+1 alors uy, tend vers 0
2°) On considere f € C*(R, ) telle que n~! f(™ soit uniformément bornée (en n > ng et x) par M.

a) D’apres la question 112°a, f(x) — Z a;Ti(z) = Tpy1(z) f*TD(0) et ce reste se majore par Mn.K'n=*~! ott K’ est une
i=0

constante supérieure a K, et ceci pour n assez grand. Comme n~* tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, le reste tend vers
0 et on a bien 1’égalité (vraie encore pour x = 0 & cause du choix de ag) :

Ve >0 f(z) = ;ioaifi(x)

b) Si f est nulle sur N, la suite (a,,) est nulle (formule (N)) et f est nulle sur Ry. Note: la condition de cette question
assure aussi que f est développable en série entiére au voisinage de tout point de R .

o0 (oo}
3°) Soient zy < x deux réels non entiers, et tels que Y |a;I';(z0)| converge. Montrons que > |a;T;(x)| converge aussi. En

=0 =0
effet, |a;T;(2)| = |a;Ti(z0)] II:Z((;;)) et on pose: wy(z) = IF"((;O)) (c’est possible puisque x¢ n’est pas entier) et I',,(zg) # 0.
7 n
K(z)n™t!

Lorsque n tend vers 'infini, w, est équivalent a = An® "% ou A est une constante indépendante de n; ainsi

n=th K (xo)
wy, tend vers 0 et on a: |a,I'y(2)] = o(Janl'n(20)]) ; d’ol la convergence de la série. En somme, le domaine de convergence

absolue de cette série est un intervalle du genre |a, +oo[ ou [a, +00].
4°) a) On a déja montré que w,, a une limite nulle; et on a: Yntl _ n—-x qui est entre 0 et 1 lorsque n > b >z > xq;
wp, n— xo
donc: si wp > 0 alors (wy,) décroit pour n > b et est positif; sinon, (w,) croit pour n > b et est négatif.
b) Il en résulte que la suite (|w,(x)])n>p est majorée par |wy(x)|; et la fonction wy, est continue sur [z, b], donc bornée.
Soit K = Sup |wy(x)|. On a bien: |T',(z)| < K|Ty,(z0)| pour b > = > x,n > b, et aussi pour = x( en passant a la limite.
[x07b]

[e.e]
¢) On suppose encore que Y |a;T;(xg)| converge. En reprenant le 3°, on peut majorer le terme général pour x € [zg,b] (b
i=0
=entier assez grand pour que ce segment contienne un compact fixé & Pavance) par: Ka,|T'yn(zo)| (pour n > b) et ceci est
le terme général d’une série convergente; d’ou la convergence normale. Il ne saurait étre question de convergence normale
sur [zg, +oo[ puisque les IT'; ne sont pas bornés sur un tel intervalle.
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5°) a) Le “théoreme admis” est une version du procédé d’Abel. On suppose cette fois que Z a;T';(xo) converge pour xy non
1=0
entier. Posons A, = sgn(wp(x))a,T'n(zo) et Vi (x) = |wy(2)| (car wy(z) et wy,(x) ont méme signe) ; on vient de supposer la

convergence de la série de terme général \,, et on a prouvé que si x € [zg, b] V,, décroit & partir du rang b, et V,, < K ; ainsi
&) o0

> a;T'i(z) converge uniformément sur [zg, ], donc > a;[';(z) fait de méme. En particulier, la convergence (simple) de la
série a lieu, et donc le domaine de convergence d’une telle série est un intervalle de la forme ]a, +oo[ ou [a, +00[. On en tire
aussi la continuité de la fonction somme.

n—x
n—aq

O(n=2%) donc: In(wy,y1)—In(w,) = % +0(n~2), et on peut sommer, ce qui donne: In(w,) = (v —2z).H, +S+o(1 ) avec

soit: wpy1/w, =1+ xo LA

b) Montrons alors la convergence absolue sur |z + 1, +00[. On a vu que wy11/w, =

H, =somme partielle de la série harmonique et S+ o(1)=une série convergente. Soit : In(w,,) = (zg —z).In(n)+S+o0(1) et en
passant a ’exponentielle il viendra: w, ~ Bn**~*. Lorsque z¢ > x + 1, la série de terme général w,, converge (absolument).
Comme a,T',,(2o) tend vers 0, la convergence absolue de: a,I'y(2) = a,I'n(20)w, a lieu et la série est bien absolument
convergente sur |zg + 1, +o0].

(="

Note: 1l n’y a pas de raison que la série converge absolument en x = zg + 1. Par exemple, en prenant a, =

, ) T )
ona: a,l'y(zg) = (1) qui est le terme général d’une série alternée, tandis que |a,I'y (o + 1) = [n (o + )| 1
In(n) In(n) nln(n)

qui est terme général d’une série de Bertrand divergente.

6°) a) Etudions la série Z hiT;(z) pour |h| < 1; la convergence ne fait ici aucun doute (critere de d’Alembert :

BT ()
7Ty (2)

(h fixé, x variable) est (k™). On ne peut pas appliquer le IT112° parce que cette fonction n’est pas bornée lorsque x varie. Il

| = |h| v = 1| tend vers |h| < 1). D’autre part, on a vu au IT1°b que LA suite associée & la fonction ¢, (h) = (1+h)*

0 .

s’agit donc de montrer que g, (h variable, x fixé) a pour développement en série entiere > h'T';(x). Ce fait est bien connu, et
i=0

en voici une preuve : Ecrivons (cela re- Servira) la formule de Taylor & reste intégral pour ¢, entre 0 et h, x fixé (voir IV2 que

(@) h(h—u)" ) .
on traite maintenant): (14+h)* =1+ Z z (0) T 22 ht+ fo u@("‘*‘l)(u) duet oW(u) =z(x—1)...(x—i+1).(1+u)*"
n!

n h
dott: (14 h)® =1+ > Ti(z)h' + Ru(h,z) avec Ry (h,x) = (n+ 1)p1(x) j;) (h —w)"(1 +u)* "~ (u) du. Si h est positif,
i=0
[ 3 : h h—u\" rz—1 fa . r—1 h _ n — hn+1
lintégrale aussi et se majore par J:) ( Ty ) Max(1,27~!) du puis par: Max(1,271) j;) (h—u)"du = Cn 1
1 3 cause de 'équivalent de I',, ;. Ce majorant tend bien vers 0. Si h est négatif, on

et donc

on peut majorer |R,| par C'h"H1in=o-

. Oru—h
lutot : (

majore plutot par j;L T u

majorer |R, | par C'h"t1n~=% et la conclusion vaut encore.

n _ n
) Max(1, (14 h)*~1) du ol on note que (h) varie entre 0 et A" ; cette fois on peut

b) Pour |h| > 1 et  non entier naturel il y a divergence puisque h™|T',, ()| est équivalent & Kh"n=*~! de limite infinie.

c) Soit h = 1. Méthode 1: On reprend le calcul ci-dessus (Taylor reste intégral). Le majorant du reste peut étre pris de la
forme C'n~*~! qui tend vers 0 pour x > —1. Soit :

= > Ty(x) pour z > —1

Méthode 2: Pour x < —1 il y a divergence (comme la série de terme général n=1). Sinon, la série est alternée a partir
. r . - L
d’un certain rang; en effet, F‘E()) =_n= n 1 qui tend vers -1 par valeurs supérieures, donc négatif pour n assez grand ;
n(x n
Lnyi(2)

ainsi est inférieur & 1 pour n assez grand, et I';,(z) tend vers 0. Donc la convergence a lieu pour tout z > —1. On

Iy ()
a déja noté que (h™) est la suite associée & (1 + h)*; on applique 112°a & f(z) = 2%: 2% = 3. Ty(2) + Ty (2) fOFD(6) ;
i=0

les dérivées successives de f sont positives (c’est une exponentielle) tandis que I',,11(z) change de signe pour n assez grand ;
donc les sommes partielles de la série encadrent 27 et leur limite a partir d’un certain rang; donc 27 est la limite de la série.

d) On prend h = —1. D’apres I’étude antérieure, la série de terme général |T',, ()| ne converge que si > 0. Pour —1 < 2 < 0
la série est & termes positifs & partir d’un certain rang (voir ci-dessus: avec h = 1 elle était alternée) et donc diverge. Pour
x > 0, soit o(x) la somme: o(x) =0 pour z € N puisque (—1)™ est la suite associée a la fonction nulle: (1 —1).

1SS P
e) D’apres le I116°a, pour z > 0 et t € [0,1[ on a: Y (—1)"'T;(z) = (1 — t)*. Montrons la convergence normale sur [0, 1] :
i=0
cela revient & la convergence de la série de terme général |T',,(z)| pour x > 0, qui est assurée (équivalent en n=*~1). Alors la
somme est continue sur [0, 1], coincide avec (1 —¢)* sur [0, 1[, donc aussi en 1. Ce qui confirme que o est nulle. Finalement :
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reR sifhl<1

v i . . o Jx>-1 sih=1
Ona: (1+h)*= 1 Oh I';(z) dans les conditions suivantes : 2>0 sih=_1

xeN si|hl>1

3

Partie IV
0 o
1°) On pose: f(x)= f 1(1 +t)*h(t) dt. On sait que pour z > 0on a: (1+4+t)" = Y ¢'T';(x) et que cette convergence est
- i=0
normale en ¢ (pas en z! ) sur [—1,0] (III6°). On peut donc intervertir série et intégrale, d’ou :

) = ifi(x) [° tinie)ar

2°) Cette question a été traitée lors du I116°a.
3°) a) Vu l'origine de R,, qui vaut (1+¢)® moins un polynéme en t, I'intégrale de hR,, existe comme celle de (1 +t)%h. A ce
propos, la fonction (1 + ¢)* (variable t) peut étre non bornée en —1 pour x > —1, mais donne une intégrale généralisée qui
existe par comparaison avec une fonction puissance (Riemann). La question d’existence aurait donc dii étre posée avant. ..
b) calcul facile.
¢) Onécrit: R, (t,x).h(t) = K(14+t)*h(t)r,(t) = KH'(t)r,(t) avec K = (n+ 1)T'41(x) d’ou:

0 0 0

[, Bt 2)h(t) dt = K[Hrn] —K [ () H () e
_ 1 _
0

d) Formule de la moyenne: H(t) = h(y) f 1(1 +5)%ds = %(1 + 1)1 borné pour x > —1. Alors:

0

1

[ (1+t)$h(t)dt:Z;)f_ltzl“i(x)h(t) dt+ [* Ru(t,2)h(t) dt

0
et il suffit de montrer que la derniere intégrale tend vers 0; H étant bornée, on majore via f . t" dt par C”|Tpy1(z)] qui

tend vers 0 puisque z > —1 et [T 41(z)| ~n =271
0
4°) a) Avec h(t) = (1 +t)* on calcule aisément f(z) = f—1(1 +)MTdt=1/A+xz+1)siz> -\
0 0 ! 1
b) a,= [ "1+t dt=—--" QM At = = 1 =
yan= [ "1+ pe LA ) (A—D.(A-n-1 et DTmpi(-A—1)
c) immédiat: —h est bien continue et on applique IV3°.
d) Soit: f(x) L =3 Ln(2) et cette égalité a lieu au moins si A > 0,2 > —1, donc aussi pour

BEEDES! (n+ 1), +1(=A—1)
n

les entiers. Alors a,, est la suite associée & f; f(z) — > a;T;(x) est une fraction rationnelle de seul péle —\ —1; il ne peut
i=0

y avoir convergence en < —\ — 1 car ce serait le cas au pole (ITI5°). On suppose la convergence en xg €] — A —1,—1] et on
applique I12: la convergence en = supposerait que I',,11(2) f (”‘H)(G) converge ; on s’apergoit que cela tend vers 'infini quel
que soit 0 (ici, 6 est supérieur & xg et A+60+1 > 29+ A+ 1> 0). Exclu!
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