Banque « Agro—Véto » Correction de I’épreuve A
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Correction de I’épreuve A

(durée: 3h30)

Probléeme 1
On note B la base canonique du C-espace vectoriel C* et Id l’endomorphisme identité de C*.
On note My(C), respectivement My(R), lalgébre des matrices carrées d’ordre 4 a coefficients

01 0 0
. . P 0 01 0

dans C, respectivement dans R. On note J la matrice définie par J = 000 1 On
1 0 00

note g l’endomorphisme de C* dont la matrice dans la base B vaut J. Pour tout quadruplet
A = (a1,az,a3,a4) € C*, on note Ma la matrice My = Zizl apJ* 1 et fa Uendomorphisme de
C* dont la matrice dans la base B vaut My.
I. Premiére partie
1. Résoudre dans C léquation z* = 1.
Le polynome X* — 1 admet au plus 4 racines dans C (en fait, exactement 4) et I'on constate
que 1, 7, —1 et —¢ sont des racines évidentes, donc

‘les solutions de z* =1 sont zg =1, z; =1, 20 = —1 et 23 = —i.|

2. On note spec(g) l'ensemble des valeurs propres de g.
a) Montrer que spec(g) = {1,4,—1,—i}.
On sait que A € C est une valeur propre de g si, et seulement si, rang(J — A\I) < 4.
Comme on a clairement rang J = 4, on sait que 0 n’est pas une valeur propre, ce qui
permet de supposer que A # 0. Alors

10 0\ (L)
_ 1 L
rang(J — AI) = rang 8 O/\ Y (1) Eng
10 0 =) (L)
‘ 1 0 0\ (L)
_ 0 10| (L)
I 0 —-x 1] (Ls)
0 -1 0 A (La)—(=ALa—1L1)
Lo 0
= rang 0 1 0 (La)
0 0 1| (L)
L0 00 (L
- 1 0 | (L2
0 0 1 (Ls)
0 (L4) — (—/\L4 — L3)

donc rang(A—\I) < 4 si, et seulement si, A —1=0, ce qui signifie, en vertu du résultat
de la question précédente, que

| spec(g) = {1,4,~1,—i}.|




b) Déterminer une base de chaque sous-espace propre associé, formée de vecteur(s) dont
la premiere coordonnée vaut 1.
Nous devons rechercher, pour A € {1,i,—1,—i}, un vecteur X = ‘(z y z t) tel que
(J —AI)X =0. Or d’apres les calculs de la question précédente, on a

Tr = a

(J=A)X =0 <~ -y + =z =0 <<= 5 (aeR),
— Xz +1t=0 z2=2Xa
t=X\a

ce qui prouve que le sous-espace propre associé a la valeur propre A est la droite vecto-
rielle dirigée par (1, X, A%, \*). Par suite,

les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1, ¢, —1, —¢ sont respecti-
vement les droites dirigées (1,1,1,1), (1,4,—1,—i), (1,—1,1,—=1) et (1, —i, —1,1%).

¢) g est-il diagonalisable ?
La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension du C-espace
vectoriel C* sur lequel est défini I’endomorphisme g, donc

‘ g est diagonalisable.

3. On considére un quadruplet A = (ay,as,as,ay) € C*.

a) Calculer les coefficients de Ma.

On a
01 0 O 01 0 O
><0010><0010
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0010 [ooo0o 1] [1000
000 1] |1 o0oo0o0] o100
1 0 0 O 01 0 O 0 0 1 0
=J = J? = J3
donc
4
MA:ZCLka71
k=1
1 0 0 O 01 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
. 0100+0010+,0001+1000
T4l o 0 1 0l loo o0 1fT®l1 00 0l ™o 10 0
0 0 0 1 1 0 0 O 01 0 0 0 0 1 0
d’ou
a; a2 a3 a4
MA:a4a1a2a3

asz a4 aip a2
az az a4 G

b) Montrer que fa est combinaison linéaire de 1d, g, gog et gogog.

Dans la base canonique, Id est représentée par J, g est représentée par J, g o g est
représentée par J2 et g o g o g est représentée par J>, donc

‘fA:al Id+asg+asgog+asgogog.




¢) Calculer limage par fa des vecteurs propres de g déterminés a la question I. 2. D).
Si A € {1,4,—1,—i}, on sait que le vecteur uy = (1,)\,)\2,)\3) dirige le sous-espace
propre associé & la valeur propre A donc g(uy) = Auy et par suite, (g o g)(uy) = A\uy
t (gogog)(uy) = Xuy. Ainsi, on a

fa(uy) = (a1 + a2\ + as\? + a4)\3)u)\,

c’est-a-dire

fa(l,1,1,1) = (a1 + az +ag + a4)(1,1,1,1)

fa(l,i, =1, —i) = (a1 +ias — ag —iaq)(1,4,—1, —i)
(1,—1 1,—1)= (a1 —as + a3 —ay)(1,-1,1,-1)
fa(l,—i,—1,4) = (a1 —iag — ag + iaq)(1, —1,—1,7).

d) En déduire que l'endomorphisme fa est diagonalisable et donner une matrice diagonale
a laquelle My est semblable.

La question précédente démontre que le vecteur propre de g associés a la valeur propre
A€ {1,i,—1,—i} est aussi un vecteur propre de f4 associé a la valeur propre a1 + as A+
asA? + a4 \*. Comme ces quatre vecteurs sont linéairement indépendants (puisque ce
sont des vecteurs propres de g associés & des valeurs propres distinctes) et comme C*
est un espace de dimension 4, on en déduit que ces quatre vecteurs forment une base de
vecteurs propres de fa et donc que

fa est diagonalisable et M4 semblable a la matrice diagonale

a1 +az+az+aq 0 0 0

0 a1 + tay — az — a4 0 0

0 0 a1 — a2 +asz —aq 0

0 0 0 a1 — 1as — a3 + 1ay

z 1 1 1
. 1 2z 1 1
4. Pour tout z € C, on note M(z) la matrice M(z) = 11 - 1
1 1 1 =z

a) Déterminer les valeurs propres de M(z).
On constate que M(z) = M. 1,1,1) donc, d’apres la question précédente, M (z) est
semblable a la matrice

z+3 0 0 0
0 z—1 0 0
0 0 z—1 0 '
0 0 0 z—1

ce qui signifie que

|specM(z) :{z—l,z+3}.|

b) Déterminer l'ensemble des complexes z pour lesquels la matrice M(z) est inversible.

Une matrice est inversible si, et seulement si, 0 n’est pas une valeur propre de cette
matrice. Donc M (z) est inversible si, et seulement si, z—1 # 0 et z+3 # 0, c’est-a-dire

(M(z) est inversible) <= (2 # 1 et z # —3).




t

)

c) Soient n,k € N* et z € C. Calculer [M(1)] (2) — M(1)]* puis, en notant que

3

M(z)=[M(z) = M(1)] + M(1), en déduire [M(z)]™ a l'aide de z, n, M(1) et I.
On a = M(1)
e e
1 1 1 1
« 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 11
1 1 1 1 4 4 4 4
1 1 1 1 |14 4 4 4
1 1 11 14 4 4 4
1 1 11 4 4 4 4
d’ou [M(1)]2 = 4M (1) et donc [M(1)]* = 4[M(1))*~t = 42 [M(1))F 2 = ... = 4F=1 M (1),

c’est-a-dire

(M) = 4101 (1), ]
Ona M(z) — M(1) = (2 — 1)1, donc

|[M(2) — M(D)F = (= — DFL|

On a
[M(2)]" = ([M(z) - M(D)] +M(1))"

= ((z—1I+M(1D)"
= X (Mt G e e
= (=14 ; ()M = na*
= o (S (e e
= (z-1)"I+ i((4 Fro ) (o )h(r) QAP e formle

donc

5. Application.
a) Ecrire un algorithme fournissant le produilt de deux matrices appartenant a My(R).
Combien d’opérations (additions et multiplications) sont-elles réalisées ?
En SCILAB:
function C =matprod(A,B)
for i=1:4 do
for j=1:4 do

C(1,3) = 0;
for k=1:4 do C(i,j)=C(i,j)+A(i,k)*B(k,j); end
end
end
endfunction

On constate que cet algorithme consomme

64 multiplications et 64 additions.




b) Eerire un, algorithme fournissant la puissance n-iéme d’une matrice de My (R) utilisant
Ualgorithme précédent. Combien d’opérations sont-elles réalisées ?

En SCILAB:
function C =puiss(A,n)
C=A;
for i=1:n—1 do C=matprod(A,C); end
endfunction

On constate que cet algorithme consomme

| 64(n — 1) multiplications et 64(n — 1) additions. ‘

c¢) Soit z € R. Eerire un algorithme fournissant la puissance n-iéme de M(z) en utilisant
la formule obtenue au I. 4. c). Combien d’opérations sont-elles réalisées ?

En SCILAB:

function C =puisslM(z,n)
a=(z—1)"n; b=((z+3)'n—a)/4;
A=1a,0,0,0;0,a,0,0;0,0,a,0;0,0,0,a];
B = [b,b,b,b;b,b,b,b;b,b,b,b; b, b,b, b ;
C=A+B;

endfunction

On constate que cet algorithme consomme n — 1 multiplications pour le calcul de a =
(z—1)"; n — 1 multiplications et 1 division pour le calcul de b = ((z+3)" —a)/4. Par
ailleurs, on fait 1 addition pour z — 1, 2 addition pour calculer b et 16 additions pour la
calcul de A + B. Donc, I'algorithme de cette question conduit a réaliser

| 2n — 2 multiplications, 1 division et 19 additions. ‘

II. Deuxiéme partie

On note R3[z]| l’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & 3 et By =
(€0, &1,E2,E3) sa base canonique définie par E; : x — x7. Pour toute fonction polynomiale P, on
note h(P) Uapplication x — (1 — x?)[P'(0) — P""(0)/6 + =(P"(0)/2 — P(0))].

1. Montrer que h est un endomorphisme de Rs[z].

Si P,@Q € Rsfz] et « € R, on a

h(aP + Q)(x)
=(1-2%)[(aP+Q)'(0) -

(aP+Q)"(0) . ( (aP+Q)"(0)

6 5 — (aP + Q)(O)ﬂ

(1—2? [ (aP' +Q")(0) — (P + Q7)) —’—GQ”IKO) + :E(—(QPH —;Q”)(O) — (aP + Q)(O))}
—a - 2P0 -T2 o0 p)] -0 - L0 1oL g
ah(P)(z) + h(Q)(z)
et
deg (h(P)) = deg {P/(0)(1~a?) - P"é(o) (1—a?)+ (P/;((’) — P(0))2(1—?)}
< max {P(O)1 -7 P/;(O)a —a?); ( "2<0) ~P(0))2(1 —?)
< 3
donc

‘ h est un endomorphisme de R3|x]. ‘




2. Déterminer la matrice de h dans la base Bi.

On a
h(&o)(x) = OX(1—332)—%(1—902)4'(g—l)$(1—$2)=—x+x3:—51(:1:)+€3(x)
MEN@) = 1x (- 20—+ (5 -0)e(l —2%) =1 -2 = &(a) ~ &(a)
h(&)(z) = 0(17$2)f%(17x2)+(570)50(171’2)—:Efx‘g—é'l(:c)fgg(z)
hE)(x) = O(l—xQ)——(l—xQ)Jr(g—O)x(l—x2):—1+x2:—50(1')+82(x),
donc

0 1 0 -1

Matg, (h) = _01 —01 (1) (1J
1 0 -1 0

3. Déterminer [’ensemble des valeurs propres réelles de h.

On constate que Matg, (h) = M 1,0,—1) donc, d’apres le résultat de la question I.3.d),
Matg, (h) est semblable & la matrice

0 0 0 0
0 22 0 0
0 0 0 0
0 0 0 —2

ce qui démontre que

| la seule valeur propre réelle de h est 0.

4. Déterminer une base de l'tmage et du noyau de h.

Le noyau de h est le sous-espace propre de h associé a la valeur propre 0. Or, d’apres les
résultats des questions I.3. ¢) et I.3.d), on sait que dimKerh = 2 et que les vecteurs de
coordonnées (1,1,1,1) et (1,—1,1,—1) dans la base By forment une base de Ker h. Donc

‘xb—>1+x—|—m2—|—x3 et © — 1 — x4+ 22 — 23 forment unebasedeKerh.‘

Le théoreme du rang nous dit que dimIm A = 2. Or les deux premieres colonnes de Matg, (h)
sont clairement linéairement indépendantes donc les vecteurs h(&€1) et h(&y) forment une base
de Im h, c’est-a-dire que

z— —x + 2% et  — 1 — 22 forment une base de Im h. |




Probléme 2

Dans ce probléme, on considére a € RY et f:[0;a] — R continue et strictement croissante
sur [0;al], dérivable dans Uintervalle 0;a| et telle que f(0) = 0. La fonction f est alors bijective
de [0;a] dans [0; f(a)] et admet une réciproque, notée g. On remarquera que g est continue sur
Uintervalle [0; f(a)] et strictement croissante sur cet intervalle.

1. a) Dans les deuz premiéres questions, on montre que, pour tout réel o € [0;al, on a la

o fla)
relation (1) définie par / f(z)de + / 9(y)dy = af(a).
0 0

i.

il.

Justifier que l’on a g(0) = 0.
On sait que f(0) = 0 donc le seul antécédent de 0 par f est 0, ce qui prouve que

g(0) =0.

Exemple: On prend f(x) = aP avec p € RY.. Vérifier la relation (1).
La fonction f(x) = aP réalise une bijection de [0;a] sur [0;a”] dont la réciproque
est définie par g(y) = ¢/y. Alors, pour tout a tel que 0 < a < a,

a f(e) a a” Pt PY/Yar
d d Pd dy =
| @ [ amay = [erars [0 gma= El+ (B

aPtt pa”‘H
= ot prr = =)

donc

|si f(z) = 2P, la relation (1) est vraie. |

o fla)
b) Pour tout réel o € [0;al, on note p(a) = / f(z)de +/ g(y)dy — af(a).
0 0

i.

ii.

iil.

Exprimer la fonction ¢ a Uaide de f et de primitives de f et g.
Si I’ désigne la primitive de f qui s’annule en 0 et si G est la primitive de g qui
s’annule en 0, alors

p(a) = F(a) + G(f(a)) — af(a).

En déduire que la fonction ¢ ainsi définie est continue sur [0;al.

La formule de la question précédente nous permet de voir que ¢ est la somme
et la composée de fonctions continues donc, en vertu des théoremes généraux de
continuité,

‘ ¢ est continue sur [0; a. ‘

Montrer que ¢ est dérivable sur |0;a[, de dérivée nulle sur ]0;a[ et en déduire que
@ est constante sur [0;al.

La formule de la question (i) nous permet de voir que ¢ est la somme et la composée
de fonctions dérivables donc, en vertu des théoremes généraux de dérivabilité,

‘ © est dérivable sur ]0; af. ‘

De plus, pour tout « vérifiant 0 < o < a, on a
¢'(@) = f(e) + f'(@)g(f(a) = fla) —af'(a) = f(a) + f(@)a— f(a) —af'(a) = 0,

ou l'on a utilisé le fait que g(f(a)) = «, donc

| ¢ est de dérivée nulle sur |0; a[. |

Comme ]0; a[ est un intervalle, on en déduit que ¢ est constante sur ]0; a[. Comme
¢ est continue sur [0; a], on peut en déduire que

‘ © est constante sur [0;a). |




iv.

Vérifier que p(0) =0 et en déduire 1’égalité (1).

Comme f(0) =0, on a

0 £(0)
o>=/0 f(x)da:+/0 g(y)dy — 0 x f(0) =
donc
»(0) =0.

Comme ¢ est constante sur [0;a] et nulle en 0, on sait que ¢ est nulle sur [0;a], ce
qui revient a dire que

|1a relation (1) est vraie. |

™
2. a) Dans cette question, on applique la formule précédente au calcul de / Vtanx dz.
0

i. Soit P(z) = x* + 1. Montrer que P(z) = (2> + 22 + 1)(2®> — V2 + 1) et en

ii.

z? _ﬁ( T B T )
st 1 4 \g2 — V241 a2 4av2+1

Ona P(x) = 2?2 +1+22% — 222 = (22 +1)? — 222 = (22 + 22+ 1) (2 —2v2 + 1),
donc

déduire que

P(z) = (2% + 2v2 4+ 1)(2% — 2v/2 4+ 1).

Il s’ensuit que

Q( x B x ) B i r(z? +ov2+1) —2(2? —2v2 4 1)
22 —aV24+1 22+42v2+1/ 4 (@2 —2V2+ 1)@ +av2+1)
_V22V22°
T4 a1

donc

£E2

X X
41 4 (fox\/ﬁJrlisﬂer\/ile).

=

1 2

Montrer que / 4$ dz \/—/ #dx en utilisant un changement
0 Tr+1 122 — a2+

de variable.

D’apres la relation précédente, on a

/1 v \/_/—x—ﬁ/l;dx
0 x4+1 2 — V2 + 1 4 Jo a2 +2v2+1

En effectuant alors le changement de variable v = —x dans la seconde intégrale, il
vient

Loog2 \/5 ! x \/_
——dz = — ————dz — (—du)
0 xt+1 4 Jo 22 —xvV2+1 —u\/_+1
V2 ! x \/_
R E N L 7013:,
4 Jo 22 —2v2+1 4 J 22— 2v2+41

/1 x? \/—/
dz.
0 1’74+1 1x2—x\/_+1

donc




1

iii. En déduire que / P ldsc = (\/_ln — 2\/5) + \/§7T) /8. On pourra utiliser le
0
changement de variable v = x/2 — 1 ainsi que la formule valable pour tout réel x
strictement positif : arctanx + arctan(l/z) = 7/2.
1
x
En posant u = zv/2 — 1 dans lintégrale / ————duz, il vient
P & 2 —aV2+1

/1 e /1 2w
a2 — /241 21 (V22 —1)2 41

B /flx/_(u—i— ) du
T s w1 V2

V2-1
1
= / ut du

_\/5_1U2+1
[ln|u2 + 1| -+ arcta }ﬂ_l
= |— rctan
2 u7ﬁ71
1. 4—2V2
= —ln7+arctan\/§fl +arctan\/§+1
s (vVa-1) (V2+1)
1. 2—42 1
= —In (arctan \/5—1 + arctan )
2 2+\/_ ( ) V2-1

=3— 2\/_ =7/2
1
= 51n(3—2\/§)+—

donc, d’apres la formule de la question précédente,

/le—stc V2, (3-2v2) + fﬂ

17 8

b) Dans cette question, fo désigne la fonction, définie sur [0;7/4], par fo(x) = Vtanz.

i. Montrer que fy est strictement croissante sur [0;7/4], continue sur [0;7/4] et
dérivable sur |0; 7 /4[. Jusitifier lexistence de la fonction fo=1 et donner lexpression
de cette fonction réciproque.

La fonction fy est strictement croissante sur [0;7/4] (respectivement continue sur
[0; /4], respectivement dérivable sur |0; 7/4[) comme composée de fonctions stricte-
ment croissantes sur [0;7/4] (respectivement continues sur [0; 7/4], respectivement
dérivables sur ]0;7/4[). Comme f([0;7/4]) = [0;1], le théoréme de la bijection
permet alors d’affirmer que fo admet une fonction réciproque fo =t définie de [0;1]
vers [0;7m/4] telle que, pour tout y € [0;1], Vtanz = y ott & = fo~!(y). Or

tanz = y <= tanz = y? <= 1z = arctan(y?) car z € [0;7/4], donc
fo~'(y) = arctan(y?). Pour résumer,

la fonction fo est strictement croissante sur [0;7/4], continue sur [0; 7 /4],

dérivable sur |0; /4], bijective de [0;7/4] vers [0;1]. De plus, son application

réciproque fo =t : [0;1] — [0;7/4] est définie par fo~!(y) = arctan(y?).




1
ii. Calculer / arctan(y?) dy par intégration par parties.
0

Les fonctions y — y et y —— arctan(y?) étant de classe C* sur [0;1], on peut
effectuer 'intégration par parties suivantes:

1 ) o1 1 2y2
arctan dy = arctan — d
/O (v°) dy ly )], /0 Y
2 2
= arctanl — 2(% In(3 — 2v2) + %)

ou 'on utilisé le résultat de la question 2.a)iii. Donc

/1 arctan(y?) dy = w = g In(3 — 2v/2).
0

4

/4
iii. En utilisant (1) et la question précédente, donner la valeur de / Vtanx dx.
0

La fonction fy satisfait toutes les hypotheses pour que 'on puisse lui appliquer la
formule (1) avec a = a = /4. 1l vient alors

w/4 1
/ vtanx do +/ arctan(yQ) dy = %
0 0

car fo(m/4) = 1. 1l s’ensuit que

w/4 1
/ Vtana dr = % - / arctan(y?) dy,
0 0

ce qui donne, en vertu du résultat de la question précédente, que

/ﬂ4 Vtanz dr = \/75(77 +1In(3 — 2\/5))

3. Dans cette question, on revient au cas général. « désigne un réel vérifiant 0 < a < a et 3
un réel vérifiant 0 < 6 < f(a).

a) Montrer, en distinguant deuzx cas selon la position relative de (B et f(«), que l'on a

B a
[ sy > a3 = fie)) puis que tona ) 0 < [ e [ gt)ay
[eY 0 0

Supposons que f(a) < 5. Comme la fonction g est croissante sur Uintervalle [0; f(a)],
onaVy € [f(a); 8], g(f(@)) < g(y), ce qui donne o < g(y). La croissance de 'intégrale
nous permet alors d’écrire que

B8 B
/ mw@>/ ady = a8 - f(a)).
fla) fa)

Supposons que f(a) > 5. Comme la fonction g est croissante sur Uintervalle [0; f(a)],
onaVy € [B; f(@)], g(f(@)) = g(y), ce qui donne o > g(y). La croissance de I'intégrale
nous permet alors d’écrire que

g @) 8
/f )g(y)dyz/ﬁ (—g(y))dy>/ (—a)dy = a8 — f(a)).

(a fla)

Ainsi, dans tous les cas, on a

)
/'mw@>wwﬁm»
fa)




Par suite, on a

/Oaf(fli)dx—&-/oﬁg(y)dy = /Oaf(m)dx+/Of(a)g(y)dy+/fi)g(y)dy

—af(a) dapres (1) >aff— f(a)}
> af(a)+a(B - flo),

d’ou

af < /oaf<x>dx+/oﬁg<y>dy.

Etudier sur [0; f(a)] les variations de la fonction h définie, pour tout t € [0; f(a)], par
t

la formule h(t) = at — / 9(y)dy. Calculer la valeur de son maximum et retrouver

ainsi la formule (2).
La fonction h est dérivable sur [0; f(a)] comme différence de deux fonctions dérivables
sur [0; f(a)] (la seconde fonction est une primitive de g qui est une fonction continue sur
[0; f(a)]). De plus, pour tout ¢ € [0; f(a)], ona h'(t) = a—g(t) donc h'(t) 2 0 <= a >
g(t) <= f(a) =t puisque f est une fonction croissante. On obtient ainsi le tableau
de variation suivant

t o f(a) f(a)

B (%) + 0 -

h(f())
h(t) 0/ \h(f(a))

Or, d’apres la relation (1), on a

f(a) a
B(f(a) = af(a) - / g(y) dy = / f()d,

donc d’apres les variations de h, on en déduit que
«
velf@l,  ho< [ fd
0

ce qui donne pour t = (3,

aﬁ/oﬁg(y)dyé/oaf(x)dw,

c’est-a-dire

aff < /Oaf(:v)der/OBg(y)dy




