Corrigé

Partie I
Etude de cas particuliers

1.a. On remarque que
V(zy,...,x,,) € N™ S, =t= M e{l,...,m}, z; €{0,...,t}).
i=1

Donc I'ensemble considéré est contenu dans {0, ...,¢}™. il est donc fini.

b. Soit m > 2.

NP() = #{ (y, ) € N f:lxi:t}
:kzjoﬁ{(xl,...,xm_l)ENm_l|ﬂ§:1xi:t—k}
= NP k)
k=0
= 3 NP

c. On montre le résultat par récurrence sur les entiers m et t. Pour m = 1,
on a

Nll(t):jj{xeNM:t}:l:(é).

Soit m un entier tel que m > 2; on suppose le résultat vérifié pour m — 1. Pour
t=0,onaN"0)=1= (2:%) Soit ¢ un entier avec ¢t > 1; supposons le résultat
également vérifié pour ¢t — 1. Par la question 1.a, on a alors les relations

t
NI”(t)=kZ_ONF’1Uf)
= NN + N (- 1)
t+m—2 t+m—2
() ()
_[t+m—1
\m-1 )
17t (¢ 4 4) g1

m—1! ~ (m—1)

t — +Hoo.

d. On a
N (t) =
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2.a. L’image de la premiére application est {1}, celle de la seconde {0, 1,4}.
b. Par la question précédente
{(2,y,2,1) € (Z/SZ)* x (Z/8Z)* | 2* +y* + 2> +1* =0}
= {(z,y,2,t) € (Z/8Z)* x (Z/8Z)* | * + > +1* =T},
Mais, par la question précédente, on a
{4+ 22 +t% (y,2,t) € (Z/8Z)°} = {0,1,2,3,4,5,6}
et I’ensemble des solutions est vide.

c. Raisonnons par I’absurde. Supposons que (X,Y,Z) € Q? soit solution de
I’équation. On écrit

x=2  v=Y & z=°
t t t

avec x,y, z,t € Z et pged(z,y, z,t) = 1. On a alors
2 +y? 422 = (8b— 1)t2

Notons Z, 7, z et t les images respectives de z, y, z et ¢t dans Z/8Z. Comme
pged(z,y, z,t) = 1, 'un des entiers x, y, z, t est impair. Donc 'un des éléments
T, U, Z, L appartient & Z/8Z*. Mais

P4+ 40 =0,
ce qui contredit la question précédente. Donc I’équation n’a pas de solution dans
Q’.
d. On raisonne a nouveau par I'absurde. Si (z,y, z) € Z3 vérifie

2+ + 22 =48 1)

2\ 2 Y\ 2 2\ 2
— = —) =8b—1
() + (&) + (&) 7
ce qui contredit la conclusion de la question ¢. Donc I’équation n’a pas de solution
dans N3.

alors

Partie 11
Somme de quatre carrés
1.a. Notons 1 ce morphisme. On a
Ker(y) = {z € (Z/pZ)* | 2" = 1};
comme Z/pZ est un corps, Ker(¢) = {—1,1}.
2



b. Comme p est impair, le noyau de v est de cardinal 2. L’application
vérifie donc, pour tout z appartenant a Im(¢), o~ ({z}) = 2. Donc le cardinal
de 'image de ¢ est donné par

1 p—1
§Im(y) = i(Z/PZ)X =5

Donc . +1
tH{2*, 2 € Z/pZ} = 1—1—% = 197
c. Comme 'application z — —1 — x est une bijection de Z/pZ dans Z/pZ,

on a
1
t{—1 -y’ ye Z/pZ} =t{a* z € Z/pZ} :P;,

Notons I I'intersection et U 'union des deux ensembles considérés on a
tU =t{a® 0 € Z/pZ} +8{ -1 —y*y € Z/pZ} — 4] =p+1 -4l
Comme U C Z/pZ, tU < p. Par conséquent, f > 1 et l'intersection n’est pas
vide.
d. D’apres la question précédente, il existe x, y appartenant a Z/pZ tels que
2* = =1 — y?, cest-a-dire 1 + 2* + y* = 0. Quitte a remplacer = par —z (resp.
y par —y), on peut supposer que z € {0,..., %} (resp. y € {0,..., pT_l}) On
reléve x (resp. y) en T € {0,...,%} (resp. g € {0,.. .,%}). On a alors que
p | 14+ 2%+ §? et il existe un entier relatif m tel que 1 + 22 + ? = mp. Comme
ngg’%letogg’jg%,ona
—1\? —1\? 2_2p+1 2—2p+3
p2 ) +(p ) 4P 4p+ o P 2p+ <p?

lémpélJr( 5

Donc 0 <m < p.

2.a. Ona K = (% 7'). Si (a,b,c,d) € R* vérifient
a+bl +cJ+dK =0

alors
a+bi —c—di\ 0
c—di a-—"bi )
Donc a = b =c=d = 0. La famille (1,I,J, K) est donc libre et forme une

base du R-espace vectoriel H.
La multiplication étant bilinéaire, il suffit de vérifier que

Va,be {1,I,J,K }, ab € H
ce qui résulte des relations
I’ =1, J?= -1, K*=-1
et
JI = -K, IK =—J, KI=J, JK =1, KJ=-1I.
3 T.S.V.P



b. On a
Vz,2' € H, VXeR, T(z+ N) =7(2) + M(2)
et 7 est R-linéaire. Si (29) appartient & .#,(C), on note (¢%) la matrice (Zg)
On alors 7(M) = *M pour tout élément de H. La relation cherchée résulte alors
des relations

VM, N € .4,(C), N=MN e YMN)='N'M.

c. Pour tout z de H, on a 7(27(2)) = 72(2)7(2) = 27(2), donc 27(z) ap-
partient & R1; Comme z + 7(z) € R1 commute avec z, z7(z) = 7(2)z. Ceci
démontre 'existence de 'application N. Si z = a + bl + ¢J + dK, alors

27(2) =7(2)z =a® +0* + * + d* € R1.

d. Pour z,, 2z, € H, on a les relations
N(z125) = 21297 (2123) = 21297 (2)7(21)-
Comme 2,7(25) € R, on en déduit que

N(z129) = 217(21)297(22) = N(21)N(2y).

3. Notons
H ={a+bl+cJ+dK,(a,b,c,d) € Z"}
alors on a Ay = N(H). Si a,d’ € N5 et 2,2 € H vérifient a = N(2) et
a' = N(2'), alors aa’ = N(z2'). Mais 22’ € A et ad' € N5,
4.a. Cela résulte de la question 1.d.

b.(i) Le produit mp est pair, donc le nombre d’entiers impairs parmi { x,, zy, x5, 7, }
est pair. Il existe donc une permutation o de &, telle que z,4) = 2,5 mod 2,
To(g) = Toay MOd 2, Ty(qy 2 Ty(g) €6 Ty(g) 2 Ty Par Conséquept, Ty(1) J'r.x(,@),
To(1) = To2)s To@3) T To(a) €0 Ty(z) — To(q) SONL tOUS les quatre pairs et positifs.

(ii) On a

2 2 2 2
mp _ (f%u) +%<2>) +<%<1> - xc,(g)) +<%<3> +%(4>> +(%<3> - %<4>> e
2 2 2 2 |

c. Compte tenu de la question précédente, la minimalité de m, entraine que
my est impair.
d.(i) L’entier my est impair. On peut donc choisir des entiers b; de sorte que

y; = x; — bym, vérifie

1
ly;| < 5o pour i€ {1,2,3,4}.
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On a alors

1
ﬁ+ﬂ§+%+ﬂﬁ<4im3=ﬂﬁ

D’autre part, si yi+ys+yi+ys = 0, alors y; = y, = y3 = y, = 0, ce qui entraine
que m, divise les entiers z;, T, T3 et x,. Donc mi | 22 + 23 + 22 + 22 = mgp.
D’ot my | p, ce qui contredit le fait que 1 < m, < p. Donc 0 < 3 +y3 +y2 +y3.
Enfin

y%+y§+y§+yz Exf+x§+z§+xi = myp = 0 mod m,,.
(ii) On a
Ui + s + Y5+ ui = mymg
Par la question 2.d,
mymgp = N(xy + 2od + 23 + 2, K)N(y; — yoI — y3J — 4, K)
= N((2 + xol + 23 + $4K)(?J1 —yod —ysJ — ?J4K))
Notons z,, 2y, 25 €t z, les coordonnées du produit dans la base (1,1,J, K). On a
2 = (xf + x% + 1:3 + Ii) + 2y (y; — xl) + xz(% - 952) + xg(y3 —x3) +24(yy — x4).

Donc my | z;. Par ailleurs

Zy = —1Yy + To¥y — T3Yy + T4y5 = 0 mod my
23 = —T1Y3 + T3y + Toyy — T4y = 0 mod my
2y = —XYy + Ty — Y3 + T3yy = 0 mod my,.

Le quadruplet (|z], |25, |23], |24]) convient. Notons qu’on obtient, en divisant les
2z; par my, que myp € A,

e. Si my # 1, la question précédente fournit m, < m, tel que myp € J/g, ce
qui contredit la définition de m,,.

5. Par la question 4, tout nombre premier impair appartient a JV;l. Or 2 =
1+1€ A45et0,1€ .45 Comme A est stable par multiplication d’aprés la
question 3 et que tout nombre entier strictement positif est produit de nombres
premiers, on obtient que N = 473,

Partie 111
Les fonctions g et G.
l.a.Onat= 2‘1{(%)[1 —1<3% Sit=y", 2¢avec (2q,...,2,,) € N™ alors
on en déduit x¢ < 3¢, puis x; <3 pouri € {1,...,m}.
) T.S.V.P



b. Sit =", 2% alors t = N, + 2¢N, ou
z:ﬂ{je{1>7m}|$J:Z}

pour i € {1,2}. Par conséquent

t 3\
< i) < [(2) ‘ o
On obtient donc l'inégalité

3 d
m>N1+N2:t—2dN2+N2:2dl<2> ‘ —1-2'N, + N,

e (|2 1om) e

Le terme de droite est minimal pour N, = { % J —1ldoncm >29—1+ {(%)dJ —1,

ce qui prouve que

2. Par définition, si g(d) est fini, alors G(d) est fini et G(d) < g(d). Si G(d) = m,
soit t, un entier tel que pour tout entier t > ¢, il existe (zy,...,x,,) € N™ tel
que t =7 2¢. Sit < tgy, t =t 1% Par conséquent g(d) < max(G(d),t,).

3. Par la partie I, G(2) > 4. Par la partie II, g(2) < 4. On obtient donc
4 < G(2) < g(2) <4. Donc

DN W

9(2) =G(2) =4
La minoration fournie par la question 1.b est g(2) > 2% + {(%)QJ — 2 = 4. Cette
borne est donc atteinte pour d = 2.

Partie IV
Expression intégrale

1. On a les relations

1 %
/ eimna 4., —
0

- [62””0‘](1) =0sin#0

et
1 2imna :
/0 e da=1sin=0.
2. L’ensemble Z™ N [0, B]™ est fini. Par conséquent

/ Z 62171'( (z)—t)a @ da = Z / 2w (fi (a)— & Jo = Nm<t B)

xcZmN[0,B]™ @cZmN|[0,B]™m
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3.8t =", 2 avec (24,...,2,,) € N™, alors z; € NN [0,/9] pour i €

rrm

{1,...,m}. Donc N7\ (t) = NJ'(t,B) si B > t'/4.

Partie V

Majoration de sommes d’exponentielles

1.a. Par définition,

$9(9192) = #(0) — ¢(g1) — P(g2) + P(g1 + g2)-

b. Soit (gy,...,9,_1) € G*1. On a
k1

(g1 01, 0) = S(=1)T9G(Y e9) = S(=1)T H(Y gg,) = 0.

(e1,pe—1)€{0,1}F 1 =1

c. Soit (g, ..., gp1) € GFL On a les relations

Gri1(Grs- -5 Gry1) = Z(_l)eﬁmﬂkﬂqﬁ(z 6191)

(61,...,6k+1)€{0,1}k+1

et

&1y 01) F Or(g1s - Gt Grr) — Pi(91, - - -

k
= (1Y g,
(€1,-,ex)€{0,1}F i=1
k—1

+ Z<_1)61+~..+Ek¢<z €:9; + ekng)

(€1,-66)€{0,1}F =1
k—1

- Z(—U“*'"*%(Z €;9; + €x(gr + gk+1)>

(€1mer) €40, 1}F i=1

sy (§ o)

(€1,rept1)€{0,1}F~1x{0,1}x {0} 1=1

F (-1t (3 )

(€1,rept1)€{0,1}F~1x {0} x{0,1} i=1

(Y )

(€1,rey1)E{0,1}F =1 {0} x {0} i=1
k+1

+ Z(_1)61+...+6k+1¢(z eigi)
(€1, 1) €{0,1}F 1 {1} x {1} i=1

= ¢k+1(91, . 7gk+1)'

(€1,.-€6—1)€{0,1}F 1

s Ok—1> 9k + Gra1)

d. Cela résulte de la définition et du fait que les groupes GG et H sont abéliens.

7
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2.a. Par la question 1.a, on a

Oalar, ) = 0)=0(ay)—dla) +o(a-+ay) = (ar-+a)'—af—a} = 3 () afog ™

b. L’anneau A étant commutatif, on déduit par récurrence de la formule du

binéme que, pour tout d > 0, pour tout n > 1 et tout (a,...,a,) appartenant a
A",
d!
(a1+...+a)d: Z 761/0‘1...@@”'
! ot fam=d Q1! Q] ' "
Donc
n
¢n(a1’ st 7an) = Z(_1)61+.”+€n (Z eia’i>n
(€15e--,€n)€{0,1}" i=1
n!
= Z(_l)GlJr e Z | '<€la’1)al to (enan)an
(€1,er6n)€{0,1}7 a1 +tan=n 1+ Oy
n Qg
—n Yy Amf e e [T
a1 +tap=n X1+ O (e1ymsen)e{0, 1} =1
Mais un produit de la forme []; € est nul s'il existe i € {1,...,n} avec o; > 0
et ¢, = 0. Soit (oy,...,,) € N" avec a; + -+ + a,, = n. Notons N, le nombre
d’entiers i € {1,...,n} tels que a; = 0. On obtient que
n
> (e Il = (-ym > (~)FHE =~ Mo (1-1)N,

(€14ee-y€n)€{0,1}™ =1 (61,...,6N0)€{0,1}N0
qui est nul si (aq,...,q,) # (1,...,1). Donc

o,(ay,...,a,) = (=1)"nla; - -a,.

3. Soit (g,...,9,) € G*. On a

Ulgy, - g8) = (( N U— (kZlez-gi)) N ( N U-— (qugi) —gk>

€1,,€p—1)€{0,1}F—1 i=1 (€1, ren_1)€{0,1 k1 i=1

=U(9y:-- - 96-1) (%)

4.a. On a les égalités

SIP =55 = (D e(¢(9) (X eld(9) = > elolg) —o(h)).

geU geU (9,h)EU?

b. On considére 'application

UxU — GxG

Cette application est injective, d’image

{(91,90) € U” x G | 9o € U(gy) };
8



En effet pour tout élément (g,,g,) de cet ensemble, son unique antécédent est
donné par (g, + gs, 9>), qui appartient bien & U x U par définition de U(g,).

c. Par la question 1.a et la question précédente,

ISP< X | Y elda(g1,90) + dlgr) — ¢(0))|
g1eUP |g2€U(g1)
< D le(d(gr) —90)]] > e(ng(gth))‘
g1euP 92€U(q1)
< Y > e(¢2(91a92))| :
g1eUP |g2€U(g1)
5.a. La fonction z — 2% de R dans R est convexe. Donc, pour tout (zy,...,z,) €
R™,
1 & 12
(ﬁ 1:21 xi) s, ZZ L
b. La formule a été démontrée pour £ = 2. Supposons-la vérifiée pour k et
montrons la pour k + 1.
ISP = (1517’

> e(r(g1, -5 %))

9k €U (g1,--,9k—1)

< (P> 'y’ ( >

2
(g1, 98—1)E(UP)k—1 )
Z e(¢k<gl>7gk))

9k €U (g1,5--,9k—1)

2
SEUPPEUD %
(9159 —1)E(UP)*-L
ou la derniére inégalité résulte de la question précédente. En appliquant le cas
k = 2 aux fonctions ¢, ., g, = &p(g1,- ., gx), on obtient

Y

|S]2k < (ﬁUD)2<k+1>—1—(k+1) Z
(915-.9k—1,9K) E(UP)*

Mais, d’apreés les questions 1.a, 1.b et 1.c,

(%1 ..... gk_l)Q(ng 9k+1)

= 09151 9r-1:0) — (915 -+ Gre1: 91) — D915+ Gm1s Gor) T P91y - - -3 Gt G + Gin)

= 1 (G155 Greg1)-

Enfin, il résulte de la question 3 que U(gy,-.-,95_1)(9x) = U(g1,---,35)-

Z e((%l,...,gk1)2<gka9k+1)).

Ire+1€U(g1,5,9K—1)(gr)

6.a. On a ,

> e(anj)

j=a

b
<D le(anj)| <b—a+ 1.

j=a

9 T.S.V.P



Si e(an) # 1, on a en outre

b

> e(anj)

j=a

e(ana) — e(an(b+ 1)) 2
1 —e(an) S |1 —e(an)|

b. Soient a et b des nombres réels. On a que ||a|| = min(a— |a|, 1+ |a] —a),
il existe donc un entier k tel que ||a|| = |a — k|. De méme soit [ un entier tel que

b—1] = [|b]. On a
la+bl <la+b—(k+D)|<[a—k[+[b—1] <|a| + bl

c. Supposons d’abord que z € [0, %] On a les relations

1 —e(z)| = le(z/2) — e(—x/2)| = 2| sin(mz)|.

Comme la fonction ¢ — sin(7t) est concave sur [0,1], on a sin(rz) > 2z. Il en

résulte que |1 — e(x)| > 4|x||. Comme les fonctions x — |1 — e(x)| et z — ||z||
sont paires et 1-périodiques, le résultat est vrai pour tout x € R.

d. On applique la question 5.b avec U = ZN [0, B] et ¢ : n +— an?

donne la majoration

[Sh(@) < (qUP)* > | > e(@alny, - ng))l

(n1,...,ng—1)E(UP)I-1 ngeU(ni,...,nq—1)

, ce qui

D’aprés la question 2.b, pour tous entiers nq,...,ny,
Ga(ny, ... ng) = (=1%)dlan, - ny.
D’autre part pour toute famille d’entiers (n,,...,n, ;) € Z% % U(ny,...,ny ;)

est l'intersection de Z avec un intervalle de longueur < B. En appliquant les
questions a et ¢, on obtient que

Y e((—l)dd!anl---nd)]<m1n<

ng€U(n1,....,ng—1)

et f{UP <#([-B,B|NZ)<2B+1.

2
|dny - ng_ o 7

B—i—l).

e.(i) On a la relation

Ng: Z Mg(nlw"und—Q)‘
(n1,...sng—2)€([—B,B]NZ)d-2

(ii) On considére 'ensemble fini

0 d+1
n,,€-B,B|NZ | {dn,---n, a}e|> T2
{ngve B0z {dn, -0, 0y e |00 )
Si cet ensemble est vide, le résultat est vérifie. Dans le cas contraire, soit nJ_,
(resp. n)y_;) son plus petit (resp. plus grand) élément. Soit n,_; un élément de cet

10



ensemble. Soit i € {0,1} tel que [ng_; —nj_4| soit minimal. On a ny_; —nj_; €
[—B, B] Notons x = dln, ---ny_ o et ' =dny---n’_ja. On a

§ 0+1 ; ; b 6+1
x—LxJE[B,B[ et a:—La:JE{B,B{

Donc ||z — 2’| < 1/B. Autrement dit n,_; — n),_; appartient & I’ensemble

1
{”:1—1 €[-B,B|NZ ' ldlny - ng_ong ol < B }

ce qui prouve l'inégalité demandée.
(iii) Quitte a remplacer B par | B], on peut supposer B entier. Soit (n,,...,n, ) €

N92. On cherche a majorer

2
> min (B +1, )
g

nd_le[—B,B]ﬁZ ||ad'n1 :

= > > (s?[}min<B+1’ 2 )

||04d!”1 s 'nd—IH

9€[0,BINZ {n,_s €[~ B,BINZ|{din1 - na_1a}e[Z,
Mais si {dIn, - --ny_ja} € [, 25, alors
2 2B 2B
in(B+1 <min|B+1,—, ——|.
mm( * ’Had!nl---ndlﬂ) \mm< b ’3—5—1)

La somme ci-dessus est donc majorée par
L2532
2(B+1)+4B >, 5)2M§(n1, N Yy
5=1
<A4(B+2B(In(B) + 1)+ 1)Mz(ny,...,ng_s)
<8(2B+1)(In(B) + 1)MZ(nq, .-, ng_s)-

On obtient le résultat en sommant sur (nq,...,n, 5) et en utilisant les questions
d et e.(i).

7.a. Par la question 6.b, on a la relation
2
le(zo +y) — alzy + )] < -

B
Donc [la(y — v')|| < 4. Comme |a — ol < q% et [y —y'| <q, ona

a , 1
(a—q)@—y)éq.
Done || = §) (y — )| < et
a(y—y)H <tid
q qg B

11 T.S.V.P



b. Comme a est inversible dans Z/qZ, l'application z — az de Z/qZ dans
Z/qZ est bijective. Mais [[%]| < 0 si et seulement si la classe az de az dans Z/qZ

vérifie az € {—[dq], ..., [dq]}.
c. Le résultat est vrai si I’ensemble considéré est vide ; dans le cas contraire,
cela résulte des questions a et b.

d. On découpe l'intervalle [1,d!B?!] en %:_1 + 1 intervalles de longueur ¢
et on applique la question c.

8.a. Cela résulte du fait que si pged(a,b) = 1, on a une bijection

{k € N | k divise a} x {l € N | [ divise b} — {q € N | g divise ab}
(k,1) — Kl

dont I'application réciproque est donnée par

q — (pged(q, a), pged(q, b)).

b. Si p est un nombre premier, 7(p") = n+ 1 = In(p")/In(p) + 1. Donc,
il existe un nombre réel C, . tel que 7(p") < C, p"° pour tout entier n € N.
En outre il existe un nombre premier p, tel que 7(p") < p" pour tout nombre
premier p > p, et tout n € N. Notons & ’ensemble des nombres premiers. Pour
tout nombre entier strictement positif a, si @ = []c p?(@ est la décomposition
de a en produit de facteurs irréductibles,

7(a) = I] (") < (II C,c)a"

pEP P<Po

9. On applique les questions 6.e.(iii), 7.d et 8.b et, en utilisant le fait que
d > 2, on obtient qu’il existe des constantes C et C’ telles que

‘Sl (a>|2d—1 < CBQd—l,d+1de—1 (1 N 1) RBi-1 »

- (1 1
2d 1+62d 1 q
<CB <B+q> (1+5)

-1 a1 1 q 1
< CB2d +e2¢ < - 1 )
5+ p + i+ B
-1 I—1 1 1 q
< C/BZd +e24 < - > )
B + q + Bd

10.a. Pour des raisons de cardinal, I’application
{0,...,N} — {0,...,N—1}
j o— [N{ja}]
n’est pas injective. Il existe donc j, &k € {0,..., N} avec j < k tels que les nombre
réels {ja} et {ka} appartiennent au méme intervalle.
12



b. On reprend les notations de a. On pose b = |ka| — |ja]. On a |ka — jo —
bl < + et j < k. Donc |(k — j)a — b| < +. En posant
k—j b

J N et a=

q:—< — T 1/7 . I\
gcd(k-—J,b) pged(k — 7,b)

on obtient | — 2| < &

11.a. On a, par définition

w%@iLD:{QBiA“%l_BiAJ'

b. Si (a,q) # (1,1) et pged(a,q) = 1, alors M (B, q,a) est un intervalle

ouvert de [0, 1[. Donc 9t (B) est une réunion finie d’intervalle de [0, 1[. Mais si
0<ay<b<a,<---<a,<b,<1l,ona

o= Ulew b= 0.0 0 U Ut

On en déduit que le complémentaire de 9, (B) est un réunion finie d’intervalles
de [0, 1].

12.a. On a a € mu(B). Il n'existe donc pas de Couple (a,q) € N2 avec

pged(a,q) =let 1 <a<qg< BA tel que |a — “| < Bd x,- S o — | < Bd vt
on pose @ = a/pged(a,q) et ¢ = q/pged(a,q). On a |a - ‘q‘ | < Bd%q' et
q>q > B".

b. D’aprés la question 10.b, il existe un couple d’entiers (a,q) vérifiant
pged(a,q) =let 1 <a<q<|B¥™2| +1 tel que

1 1
a— —| < < .
ql (BRI +1) T ¢

On applique alors la question 9 qui fournit une constante C' ne dépendant que
de d et de € telle que

a

1/24-1
L%WN<OE%<1+1+q>/ |
B ¢ B¢

Comme, par la question précédente, B < ¢ < 1+ B4 2, il existe une constante
C’ telle que

d—1
1 1 BFAy1)
1 1+€
|Sp(a)] < OB (B taat Bf’)

< OB
13 T.S.V.P



13. Comme S%(a) = (Sk(a))™, on applique la question précédente pour trou-
ver C' telle que
S5 ()] < CB™ s

14.a. Si (a,q) € N? avec 1 < a < ¢, on a l'égalité

1
/ lda = 2BA—4=,
WIA(B,(LCL) q

[ lde< Y 2B <o
MA(B)

1<q<BA

Donc

b. Pour A =1, la question 13 fournit une majoration

m m— gty +e
CERE

c. Comme My, (B) =M, (B) C mAl(B) on a
1S5 ()| da <

/s):rtA2 (B)=Ma, (B)
QOBm d— (2(1 T— )A1+2(A27A1)+6.

15. Onse donne A =A; <A, <---<A,=1,0na
ma(B) =my(B)U (M, (B) =My, (B))U--- U (My, (B) =My, (B)).
Donc

/ 1y 1S5 (@)]da < C(B™ e o gt (it 2t A —An )t
JMA

+ Bmfdel(%72)+2(A1—A0)+6>‘

Sim > d2*! on a 5% > d et 5% —2 > 0, on peut prendre € < 3y —d
et € < A (zfﬁl — 2) puis choisir les nombres A, de sorte qu’on ait l'inégalité
e+2(A, —A) <A (3 —2).

16. Dans ce cas, en utilisant la question 15 et les questions 2 et 3 de la partie
IV, on obtient qu’il existe ¢; tel que pour tout entier ¢ > t;, on ait

N™(t) = NIt tY7) = / Sma(a)e(—at) da > ™41

pour un nombre réel ¢ > 0. Par conséquent G(d) < m.
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