
Corrigé

Partie I

Étude de cas particuliers

1.a. On remarque que

∀(x1, . . . , xm) ∈ Nm,
n∑

i=1

xi = t⇒ (∀i ∈ {1, . . . ,m}, xi ∈ {0, . . . , t}).

Donc l'ensemble considéré est contenu dans {0, . . . , t}m. il est donc �ni.

b. Soit m > 2.

Nm
1 (t) = ]{ (x1, . . . , xm) ∈ Nm |

m∑
i=1

xi = t }

=
t∑

k=0

]{ (x1, . . . , xm−1) ∈ Nm−1 |
m−1∑
i=1

xi = t− k }

=
t∑

k=0

Nm−1
1 (t− k)

=
t∑

k=0

Nm−1
1 (k).

c. On montre le résultat par récurrence sur les entiers m et t. Pour m = 1,
on a

N1
1 (t) = ]{x ∈ N | x = t } = 1 =

(
t
0

)
.

Soit m un entier tel que m > 2 ; on suppose le résultat véri�é pour m− 1. Pour
t = 0, on a Nm

1 (0) = 1 =
(

m−1
m−1

)
. Soit t un entier avec t > 1 ; supposons le résultat

également véri�é pour t− 1. Par la question 1.a, on a alors les relations

Nm
1 (t) =

t∑
k=0

Nm−1
1 (k)

= Nm−1
1 (t) +Nm

1 (t− 1)

=

(
t+m− 2
m− 2

)
+

(
t+m− 2
m− 1

)

=

(
t+m− 1
m− 1

)
.

d. On a

Nm
1 (t) =

∏m−1
i=1 (t+ i)

(m− 1)!
∼ tm−1

(m− 1)!
t → +∞.
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2.a. L'image de la première application est {1}, celle de la seconde {0, 1, 4}.

b. Par la question précédente

{ (x, y, z, t) ∈ (Z/8Z)× × (Z/8Z)3 | x2 + y2 + z2 + t2 = 0 }
= { (x, y, z, t) ∈ (Z/8Z)× × (Z/8Z)3 | y2 + z2 + t2 = 7 }.

Mais, par la question précédente, on a

{ y2 + z2 + t2, (y, z, t) ∈ (Z/8Z)3 } = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

et l'ensemble des solutions est vide.

c. Raisonnons par l'absurde. Supposons que (X, Y, Z) ∈ Q3 soit solution de
l'équation. On écrit

X =
x

t
, Y =

y

t
et Z =

z

t

avec x, y, z, t ∈ Z et pgcd(x, y, z, t) = 1. On a alors

x2 + y2 + z2 = (8b− 1)t2.

Notons x, y, z et t les images respectives de x, y, z et t dans Z/8Z. Comme
pgcd(x, y, z, t) = 1, l'un des entiers x, y, z, t est impair. Donc l'un des éléments
x, y, z, t appartient à Z/8Z×. Mais

x2 + y2 + z2 + t
2

= 0,

ce qui contredit la question précédente. Donc l'équation n'a pas de solution dans
Q3.

d. On raisonne à nouveau par l'absurde. Si (x, y, z) ∈ Z3 véri�e

x2 + y2 + z2 = 4a(8b− 1)

alors ( x
2a

)2

+
( y

2a

)2

+
( z

2a

)2

= 8b− 1,

ce qui contredit la conclusion de la question c. Donc l'équation n'a pas de solution
dans N3.

Partie II

Somme de quatre carrés

1.a. Notons ψ ce morphisme. On a

Ker(ψ) = {x ∈ (Z/pZ)× | x2 = 1 };

comme Z/pZ est un corps, Ker(ψ) = {−1, 1}.
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b. Comme p est impair, le noyau de ψ est de cardinal 2. L'application ψ
véri�e donc, pour tout z appartenant à Im(ψ), ]ψ−1({z}) = 2. Donc le cardinal
de l'image de ψ est donné par

] Im(ψ) =
1

2
(Z/pZ)× =

p− 1

2
.

Donc

]{x2, x ∈ Z/pZ } = 1 +
p− 1

2
=
p+ 1

2
.

c. Comme l'application x 7→ −1− x est une bijection de Z/pZ dans Z/pZ,
on a

]{−1− y2, y ∈ Z/pZ } = ]{x2, x ∈ Z/pZ } =
p+ 1

2
·

Notons I l'intersection et U l'union des deux ensembles considérés on a

]U = ]{x2, x ∈ Z/pZ }+ ]{−1− y2, y ∈ Z/pZ } − ]I = p+ 1− ]I.

Comme U ⊂ Z/pZ, ]U 6 p. Par conséquent, ]I > 1 et l'intersection n'est pas
vide.

d. D'après la question précédente, il existe x, y appartenant à Z/pZ tels que
x2 = −1 − y2, c'est-à-dire 1 + x2 + y2 = 0. Quitte à remplacer x par −x (resp.

y par −y), on peut supposer que x ∈ {0, . . . , p−1
2
} (resp. y ∈ {0, . . . , p−1

2
}). On

relève x (resp. y) en x̃ ∈ {0, . . . , p−1
2
} (resp. ỹ ∈ {0, . . . , p−1

2
}). On a alors que

p | 1 + x̃2 + ỹ2 et il existe un entier relatif m tel que 1 + x̃2 + ỹ2 = mp. Comme
0 6 x̃ 6 p−1

2
et 0 6 ỹ 6 p−1

2
, on a

1 6 mp 6 1 +

(
p− 1

2

)2

+

(
p− 1

2

)2

= 1 +
p2 − 2p+ 1

4
× 2 =

p2 − 2p+ 3

2
< p2

Donc 0 < m < p.

2.a. On a K =
(

0 −i
−i 0

)
. Si (a, b, c, d) ∈ R4 véri�ent

a+ bI + cJ + dK = 0

alors (
a+ bi −c− di
c− di a− bi

)
= 0.

Donc a = b = c = d = 0. La famille (1, I,J ,K) est donc libre et forme une
base du R-espace vectoriel H.
La multiplication étant bilinéaire, il su�t de véri�er que

∀a, b ∈ {1, I,J ,K }, ab ∈ H

ce qui résulte des relations

I2 = −1, J2 = −1, K2 = −1

et

JI = −K, IK = −J , KI = J , JK = I, KJ = −I.
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b. On a

∀z, z′ ∈ H, ∀λ ∈ R, τ(z + λz′) = τ(z) + λτ(z′)

et τ est R-linéaire. Si ( a b
c d ) appartient à M 2(C), on note ( a b

c d ) la matrice
(

a b
c d

)
.

On alors τ(M) = tM pour tout élément de H. La relation cherchée résulte alors
des relations

∀M,N ∈ M 2(C), MN = M N et t(MN) = tN tM.

c. Pour tout z de H, on a τ(zτ(z)) = τ 2(z)τ(z) = zτ(z), donc zτ(z) ap-
partient à R1 ; Comme z + τ(z) ∈ R1 commute avec z, zτ(z) = τ(z)z. Ceci
démontre l'existence de l'application N . Si z = a+ bI + cJ + dK, alors

zτ(z) = τ(z)z = a2 + b2 + c2 + d2 ∈ R1.

d. Pour z1, z2 ∈ H, on a les relations

N(z1z2) = z1z2τ(z1z2) = z1z2τ(z2)τ(z1).

Comme z2τ(z2) ∈ R, on en déduit que

N(z1z2) = z1τ(z1)z2τ(z2) = N(z1)N(z2).

3. Notons
H = { a+ bI + cJ + dK, (a, b, c, d) ∈ Z4 }

alors on a N 4
2 = N(H ). Si a, a′ ∈ N 4

2 et z, z′ ∈ H véri�ent a = N(z) et
a′ = N(z′), alors aa′ = N(zz′). Mais zz′ ∈ H et aa′ ∈ N 4

2.

4.a. Cela résulte de la question 1.d.

b.(i) Le produitmp est pair, donc le nombre d'entiers impairs parmi {x1, x2, x3, x4 }
est pair. Il existe donc une permutation σ de S4 telle que xσ(1) ≡ xσ(2) mod 2,
xσ(3) ≡ xσ(4) mod 2, xσ(1) > xσ(2) et xσ(3) > xσ(4). Par conséquent, xσ(1) + xσ(2),
xσ(1) − xσ(2), xσ(3) + xσ(4) et xσ(3) − xσ(4) sont tous les quatre pairs et positifs.

(ii) On a

mp

2
=

(
xσ(1) + xσ(2)

2

)2

+

(
xσ(1) − xσ(2)

2

)2

+

(
xσ(3) + xσ(4)

2

)2

+

(
xσ(3) − xσ(4)

2

)2

∈ N 4
2.

c. Compte tenu de la question précédente, la minimalité de m0 entraîne que
m0 est impair.

d.(i) L'entier m0 est impair. On peut donc choisir des entiers bi de sorte que
yi = xi − bim0 véri�e

|yi| <
1

2
m0 pour i ∈ { 1, 2, 3, 4 }.
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On a alors

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 < 4
1

4
m2

0 = m2
0.

D'autre part, si y2
1+y2

2+y2
3+y2

4 = 0, alors y1 = y2 = y3 = y4 = 0, ce qui entraîne
que m0 divise les entiers x1, x2, x3 et x4. Donc m

2
0 | x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = m0p.

D'où m0 | p, ce qui contredit le fait que 1 < m0 < p. Donc 0 < y2
1 +y2

2 +y2
3 +y2

4.
En�n

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 ≡ m0p ≡ 0 mod m0.

(ii) On a

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 = m1m0

Par la question 2.d,

m1m
2
0p = N(x1 + x2I + x3J + x4K)N(y1 − y2I − y3J − y4K)

= N((x1 + x2I + x3J + x4K)(y1 − y2I − y3J − y4K))

Notons z1, z2, z3 et z4 les coordonnées du produit dans la base (1, I,J ,K). On a

z1 = (x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4) + x1(y1 − x1) + x2(y2 − x2) + x3(y3 − x3) + x4(y4 − x4).

Donc m0 | z1. Par ailleurs

z2 = −x1y2 + x2y1 − x3y4 + x4y3 ≡ 0 mod m0

z3 = −x1y3 + x3y1 + x2y4 − x4y2 ≡ 0 mod m0

z4 = −x1y4 + x4y1 − x2y3 + x3y2 ≡ 0 mod m0.

Le quadruplet (|z1|, |z2|, |z3|, |z4|) convient. Notons qu'on obtient, en divisant les
zi par m0, que m1p ∈ N 4

2.

e. Si m0 6= 1, la question précédente fournit m1 < m0 tel que m1p ∈ N 4
2, ce

qui contredit la dé�nition de m0.

5. Par la question 4, tout nombre premier impair appartient à N 4
2. Or 2 =

1 + 1 ∈ N 4
2 et 0, 1 ∈ N 4

2. Comme N 4
2 est stable par multiplication d'après la

question 3 et que tout nombre entier strictement positif est produit de nombres
premiers, on obtient que N = N 4

2.

Partie III

Les fonctions g et G.

1.a. On a t = 2d
⌊(

3
2

)d⌋− 1 < 3d. Si t =
∑m

i=1 x
d
i avec (x1, . . . , xm) ∈ Nm, alors

on en déduit xd
i < 3d, puis xi < 3 pour i ∈ { 1, . . . ,m }.
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b. Si t =
∑m

i=1 x
d
i , alors t = N1 + 2dN2 où

Ni = ]{ j ∈ { 1, . . . ,m } | xj = i }
pour i ∈ {1, 2}. Par conséquent

N2 6
⌊
t

2d

⌋
6

(3

2

)d
− 1.

On obtient donc l'inégalité

m > N1 +N2 = t− 2dN2 +N2 = 2d

(3

2

)d
− 1− 2dN2 +N2

= 2d − 1 + 2d

(3

2

)d
− 1−N2

+N2.

Le terme de droite est minimal pour N2 =
⌊(

3
2

)d
⌋
−1 doncm > 2d−1+

⌊(
3
2

)d
⌋
−1,

ce qui prouve que

g(d) > 2d +

(3

2

)d
− 2.

2. Par dé�nition, si g(d) est �ni, alorsG(d) est �ni etG(d) 6 g(d). SiG(d) = m,
soit t0 un entier tel que pour tout entier t > t0, il existe (x1, . . . , xm) ∈ Nm tel
que t =

∑m
i=1 x

d
i . Si t 6 t0, t = t 1d. Par conséquent g(d) 6 max(G(d), t0).

3. Par la partie I, G(2) > 4. Par la partie II, g(2) 6 4. On obtient donc
4 6 G(2) 6 g(2) 6 4. Donc

g(2) = G(2) = 4.

La minoration fournie par la question 1.b est g(2) > 22 +
⌊(

3
2

)2
⌋
− 2 = 4. Cette

borne est donc atteinte pour d = 2.

Partie IV

Expression intégrale

1. On a les relations∫ 1

0
e2iπnα dα =

1

2iπn

[
e2iπnα

]1
0

= 0 si n 6= 0

et ∫ 1

0
e2iπnα dα = 1 si n = 0.

2. L'ensemble Zm ∩ [0, B]m est �ni. Par conséquent∫ 1

0

∑
x∈Zm∩[0,B]m

e2iπ(fm
d (x)−t)α dα =

∑
x∈Zm∩[0,B]m

∫ 1

0
e2iπ(fm

d (x)−t)α dα = Nm
d (t, B).
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3. Si t =
∑m

i=1 x
d
i avec (x1, . . . , xm) ∈ Nm, alors xi ∈ N ∩ [0, t1/d] pour i ∈

{1, . . . ,m}. Donc Nm
d (t) = Nm

d (t, B) si B > t1/d.

Partie V

Majoration de sommes d'exponentielles

1.a. Par dé�nition,

φ2(g1g2) = φ(0)− φ(g1)− φ(g2) + φ(g1 + g2).

b. Soit (g1, . . . , gk−1) ∈ Gk−1. On a

φk(g1, . . . , gk−1, 0) =
∑

(ε1,...,εk−1)∈{0,1}k−1

(−1)
∑k−1

i=1 εiφ(
k−1∑
i=1

εigi)−
∑

(ε1,...,εk−1)∈{0,1}k−1

(−1)
∑k−1

i=1 εiφ(
k−1∑
i=1

εigi) = 0.

c. Soit (g1, . . . , gk+1) ∈ Gk+1. On a les relations

φk+1(g1, . . . , gk+1) =
∑

(ε1,...,εk+1)∈{0,1}k+1

(−1)ε1+···+εk+1φ
(k+1∑

i=1

εigi

)
et

φk(g1, . . . , gk) + φk(g1, . . . , gk−1, gk+1)− φk(g1, . . . , gk−1, gk + gk+1)

=
∑

(ε1,...,εk)∈{0,1}k

(−1)ε1+···+εkφ
( k∑

i=1

εigi

)

+
∑

(ε1,...,εk)∈{0,1}k

(−1)ε1+···+εkφ
(k−1∑

i=1

εigi + εkgk+1

)

−
∑

(ε1,...,εk)∈{0,1}k

(−1)ε1+···+εkφ
(k−1∑

i=1

εigi + εk(gk + gk+1)
)

=
∑

(ε1,...,εk+1)∈{0,1}k−1×{0,1}×{0}
(−1)ε1+···+εk+1φ

(k+1∑
i=1

εigi

)

+
∑

(ε1,...,εk+1)∈{0,1}k−1×{0}×{0,1}
(−1)ε1+···+εk+1φ

(k+1∑
i=1

εigi

)

−
∑

(ε1,...,εk+1)∈{0,1}k−1×{0}×{0}
(−1)ε1+···+εk+1φ

(k+1∑
i=1

εigi

)

+
∑

(ε1,...,εk+1)∈{0,1}k+1×{1}×{1}
(−1)ε1+···+εk+1φ

(k+1∑
i=1

εigi

)

= φk+1(g1, . . . , gk+1).

d. Cela résulte de la dé�nition et du fait que les groupes G etH sont abéliens.
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2.a. Par la question 1.a, on a

φ2(a1, a2) = φ(0)−φ(a1)−φ(a2)+φ(a1+a2) = (a1+a2)
n−an

1−an
2 =

n−1∑
i=1

(
n
i

)
ai

1a
n−i
2 .

b. L'anneau A étant commutatif, on déduit par récurrence de la formule du
binôme que, pour tout d > 0, pour tout n > 1 et tout (a1, . . . , an) appartenant à
An,

(a1 + · · ·+ an)d =
∑

α1+···+αn=d

d!

α1! . . . αn!
aα1

1 · · · aαn
n .

Donc

φn(a1, . . . , an) =
∑

(ε1,...,εn)∈{0,1}n

(−1)ε1+···+εn
( n∑

i=1

εiai

)n

=
∑

(ε1,...,εn)∈{0,1}n

(−1)ε1+···+εn
∑

α1+···+αn=n

n!

α1! . . . αn!
(ε1a1)

α1 · · · (εnan)αn

= n!
∑

α1+···+αn=n

∏n
i=1 a

αi
i

α1! . . . αn!

∑
(ε1,...,εn)∈{0,1}n

(−1)ε1+···+εn

n∏
i=1

εαi
i .

Mais un produit de la forme
∏n

i=1 ε
αi
i est nul s'il existe i ∈ {1, . . . , n} avec αi > 0

et εi = 0. Soit (α1, . . . , αn) ∈ Nn avec α1 + · · · + αn = n. Notons N0 le nombre
d'entiers i ∈ {1, . . . , n} tels que αi = 0. On obtient que∑
(ε1,...,εn)∈{0,1}n

(−1)ε1+···+εn

n∏
i=1

εαi
i = (−1)n−N0

∑
(ε1,...,εN0

)∈{0,1}N0

(−1)
∑N0

i=1 εi = (−1)n−N0(1−1)N0 ,

qui est nul si (α1, . . . , αn) 6= (1, . . . , 1). Donc

φn(a1, . . . , an) = (−1)nn!a1 · · · an.

3. Soit (g1, . . . , gk) ∈ Gk. On a

U(g1, . . . , gk) =

 ⋂
(ε1,...,εk−1)∈{0,1}k−1

U −
(k−1∑

i=1

εigi

) ∩
 ⋂

(ε1,...,εk−1)∈{0,1}k−1

U −
(k−1∑

i=1

εigi

)
− gk


= U(g1, . . . , gk−1)(gk).

4.a. On a les égalités

|S|2 = SS =
(∑

g∈U

e(φ(g))
)(∑

g∈U

e(φ(g))
)

=
∑

(g,h)∈U2

e(φ(g)− φ(h)).

b. On considère l'application

U × U −→ G×G
(g, h) 7−→ (g − h, h)

Cette application est injective, d'image

{ (g1, g2) ∈ UD ×G | g2 ∈ U(g1) };
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En e�et pour tout élément (g1, g2) de cet ensemble, son unique antécédent est
donné par (g1 + g2, g2), qui appartient bien à U × U par dé�nition de U(g1).

c. Par la question 1.a et la question précédente,

|S|2 6
∑

g1∈UD

∣∣∣∣∣∣
∑

g2∈U(g1)

e(φ2(g1, g2) + φ(g1)− φ(0))

∣∣∣∣∣∣
6

∑
g1∈UD

|e(φ(g1)− φ(0))|
∣∣∣∣∣∣
∑

g2∈U(g1)

e(φ2(g1, g2))

∣∣∣∣∣∣
6

∑
g1∈UD

∣∣∣∣∣∣
∑

g2∈U(g1)

e(φ2(g1, g2))

∣∣∣∣∣∣ .

5.a. La fonction x 7→ x2 deR dansR est convexe. Donc, pour tout (x1, . . . , xn) ∈
Rn,

(
1

n

n∑
i=1

xi)
2 6

1

n

n∑
i=1

x2
i .

b. La formule a été démontrée pour k = 2. Supposons-la véri�ée pour k et
montrons la pour k + 1.

|S|2k

=
(
|S|2k−1)2

6
(
(]UD)2k−1−k

)2

 ∑
(g1,...,gk−1)∈(UD)k−1

∣∣∣∣∣∣
∑

gk∈U(g1,...,gk−1)

e(φk(g1, . . . , gk))

∣∣∣∣∣∣


2

6 (]UD)2k−2k(]UD)k−1
∑

(g1,...,gk−1)∈(UD)k−1

∣∣∣∣∣∣
∑

gk∈U(g1,...,gk−1)

e(φk(g1, . . . , gk))

∣∣∣∣∣∣
2

,

où la dernière inégalité résulte de la question précédente. En appliquant le cas
k = 2 aux fonctions φg1,...,gk−1

: gk 7→ φk(g1, . . . , gk), on obtient

|S|2k

6 (]UD)2(k+1)−1−(k+1)
∑

(g1,...,gk−1,gk)∈(UD)k

∣∣∣∣∣∣
∑

gk+1∈U(g1,...,gk−1)(gk)

e((φg1,...,gk−1
)2(gk, gk+1))

∣∣∣∣∣∣
Mais, d'après les questions 1.a, 1.b et 1.c,

(φg1,...,gk−1
)2(gk, gk+1)

= φk(g1, . . . , gk−1, 0)− φk(g1, . . . , gk−1, gk)− φk(g1, . . . , gk−1, gk+1) + φk(g1, . . . , gk−1, gk + gk+1)

= −φk+1(g1, . . . , gk+1).

En�n, il résulte de la question 3 que U(g1, . . . , gk−1)(gk) = U(g1, . . . , gk).

6.a. On a ∣∣∣∣∣∣
b∑

j=a

e(αnj)

∣∣∣∣∣∣ 6
b∑

j=a

|e(αnj)| 6 b− a+ 1.
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Si e(αn) 6= 1, on a en outre∣∣∣∣∣∣
b∑

j=a

e(αnj)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣e(αna)− e(αn(b+ 1))

1− e(αn)

∣∣∣∣∣ 6 2

|1− e(αn)|
·

b. Soient a et b des nombres réels. On a que ‖a‖ = min(a−bac, 1+ bac−a),
il existe donc un entier k tel que ‖a‖ = |a− k|. De même soit l un entier tel que
|b− l| = ‖b‖. On a

‖a+ b‖ 6 |a+ b− (k + l)| 6 |a− k|+ |b− l| 6 ‖a‖+ ‖b‖.

c. Supposons d'abord que x ∈ [0, 1
2
]. On a les relations

|1− e(x)| = |e(x/2)− e(−x/2)| = 2| sin(πx)|.

Comme la fonction t 7→ sin(πt) est concave sur [0, 1
2
], on a sin(πx) > 2x. Il en

résulte que |1 − e(x)| > 4‖x‖. Comme les fonctions x 7→ |1 − e(x)| et x 7→ ‖x‖
sont paires et 1-périodiques, le résultat est vrai pour tout x ∈ R.

d. On applique la question 5.b avec U = Z ∩ [0, B] et φ : n 7→ αnd, ce qui
donne la majoration

|S1
B(α)|2d−1

6 (]UD)2d−1−d
∑

(n1,...,nd−1)∈(UD)d−1

|
∑

nd∈U(n1,...,nd−1)

e(φd(n1, . . . , nd))|.

D'après la question 2.b, pour tous entiers n1, . . . , nd,

φd(n1, . . . , nd) = (−1d)d!αn1 · · ·nd.

D'autre part pour toute famille d'entiers (n1, . . . , nd−1) ∈ Zd−1, U(n1, . . . , nd−1)
est l'intersection de Z avec un intervalle de longueur 6 B. En appliquant les
questions a et c, on obtient que

|
∑

nd∈U(n1,...,nd−1)

e((−1)dd!αn1 · · ·nd)| 6 min

(
2

‖d!n1 · · ·nd−1α‖
, B + 1

)
.

et ]UD 6 ]([−B,B] ∩ Z) 6 2B + 1.

e.(i) On a la relation

Nα
B =

∑
(n1,...,nd−2)∈([−B,B]∩Z)d−2

Mα
B(n1, . . . , nd−2).

(ii) On considère l'ensemble �ni{
nd−1 ∈ [−B,B] ∩ Z

∣∣∣∣∣{d!n1 · · ·nd−1α} ∈
[
δ

B
,
δ + 1

B

[ }

Si cet ensemble est vide, le résultat est véri�é. Dans le cas contraire, soit n0
d−1

(resp. n1
d−1) son plus petit (resp. plus grand) élément. Soit nd−1 un élément de cet

10



ensemble. Soit i ∈ {0, 1} tel que |nd−1 − ni
d−1| soit minimal. On a nd−1 − ni

d−1 ∈
[−B,B] Notons x = d!n1 · · ·nd−1α et xi = d!n1 · · ·ni

d−1α. On a

x− bxc ∈
[
δ

B
,
δ + 1

B

[
et xi − bxic ∈

[
δ

B
,
δ + 1

B

[

Donc ‖x− xi‖ < 1/B. Autrement dit nd−1 − ni
d−1 appartient à l'ensemble{

n′d−1 ∈ [−B,B] ∩ Z

∣∣∣∣∣ ‖d!n1 · · ·nd−2n
′
d−1α‖ <

1

B

}

ce qui prouve l'inégalité demandée.

(iii)Quitte à remplacerB par bBc, on peut supposerB entier. Soit (n1, . . . , nd−2) ∈
Nd−2. On cherche à majorer∑

nd−1∈[−B,B]∩Z

min

(
B + 1,

2

‖αd!n1 · · ·nd−1‖

)

=
∑

δ∈[0,B[∩Z

∑
{nd−1∈[−B,B]∩Z|{d!n1···nd−1α}∈[ δ

B
, δ+1

B
[}

min

(
B + 1,

2

‖αd!n1 · · ·nd−1‖

)
.

Mais si {d!n1 · · ·nd−1α} ∈ [ δ
B
, δ+1

B
[, alors

min

(
B + 1,

2

‖αd!n1 · · ·nd−1‖

)
6 min

(
B + 1,

2B

δ
,

2B

B − δ − 1

)
.

La somme ci-dessus est donc majorée par

(2(B + 1) + 4B
bB+1

2
c∑

δ=1

1

δ
)2Mα

B(n1, . . . , nd−2)

6 4(B + 2B(ln(B) + 1) + 1)Mα
B(n1, . . . , nd−2)

6 8(2B + 1)(ln(B) + 1)Mα
B(n1, . . . , nd−2).

On obtient le résultat en sommant sur (n1, . . . , nd−2) et en utilisant les questions
d et e.(i).

7.a. Par la question 6.b, on a la relation

‖α(x0 + y)− α(x0 + y′)‖ 6
2

B
.

Donc ‖α(y − y′)‖ 6 2
B
. Comme |α− a

q
| < 1

q2 et |y − y′| < q, on a∣∣∣∣∣
(
α− a

q

)
(y − y′)

∣∣∣∣∣ 6 1

q
.

Donc
∥∥∥(α− a

q

)
(y − y′)

∥∥∥ 6 1
q
et∥∥∥∥∥aq (y − y)

∥∥∥∥∥ 6
1

q
+

2

B
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b. Comme a est inversible dans Z/qZ, l'application z 7→ az de Z/qZ dans
Z/qZ est bijective. Mais ‖az

q
‖ 6 δ si et seulement si la classe az de az dans Z/qZ

véri�e az ∈ {−bδqc, . . . , bδqc}.
c. Le résultat est vrai si l'ensemble considéré est vide ; dans le cas contraire,

cela résulte des questions a et b.

d. On découpe l'intervalle [1, d!Bd−1] en d!Bd−1

q
+ 1 intervalles de longueur q

et on applique la question c.

8.a. Cela résulte du fait que si pgcd(a, b) = 1, on a une bijection

{k ∈ N | k divise a} × {l ∈ N | l divise b} −→ {q ∈ N | q divise ab}
(k, l) 7−→ kl.

dont l'application réciproque est donnée par

q 7→ (pgcd(q, a), pgcd(q, b)).

b. Si p est un nombre premier, τ(pn) = n + 1 = ln(pn)/ ln(p) + 1. Donc,
il existe un nombre réel Cp,ε tel que τ(pn) 6 Cp,εp

nε pour tout entier n ∈ N.
En outre il existe un nombre premier p0 tel que τ(pn) 6 pnε pour tout nombre
premier p > p0 et tout n ∈ N. Notons P l'ensemble des nombres premiers. Pour
tout nombre entier strictement positif a, si a =

∏
p∈P pvp(a) est la décomposition

de a en produit de facteurs irréductibles,

τ(a) =
∏

p∈P

τ(pvp(a)) 6 (
∏

p6p0

Cp,ε)a
ε.

9. On applique les questions 6.e.(iii), 7.d et 8.b et, en utilisant le fait que
d > 2, on obtient qu'il existe des constantes C et C ′ telles que

|S1
B(α)|2d−1

6 CB2d−1−d+1Bε2d−1

q

(
1

B
+

1

q

)Bd−1

q
+ 1


6 CB2d−1+ε2d−1

(
1

B
+

1

q

)(
1 +

q

Bd−1

)

6 CB2d−1+ε2d−1

(
1

B
+

1

q
+

q

Bd
+

1

Bd−1

)

6 C ′B2d−1+ε2d−1

(
1

B
+

1

q
+

q

Bd

)
.

10.a. Pour des raisons de cardinal, l'application

{0, . . . , N} −→ {0, . . . , N − 1}
j 7−→ bN{jα}c

n'est pas injective. Il existe donc j, k ∈ {0, . . . , N} avec j < k tels que les nombre
réels {jα} et {kα} appartiennent au même intervalle.
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b. On reprend les notations de a. On pose b = bkαc−bjαc. On a |kα− jα−
b| < 1

N
et j < k. Donc |(k − j)α− b| < 1

N
. En posant

q =
k − j

pgcd(k − j, b)
6 N et a =

b

pgcd(k − j, b)
,

on obtient |α− a
q
| < 1

Nq
.

11.a. On a, par dé�nition

M∆(B, 1, 1) =
[
0,

1

Bd−∆

[
∪
]
1− 1

Bd−∆
, 1
[
.

b. Si (a, q) 6= (1, 1) et pgcd(a, q) = 1, alors M∆(B, q, a) est un intervalle
ouvert de [0, 1[. Donc M∆(B) est une réunion �nie d'intervalle de [0, 1[. Mais si
0 < a1 < b1 < a2 < · · · < an < bn < 1, on a

[0, 1[−
n⋃

i=1

]ai, bi[= [0, a1] ∪ [bn, 1] ∪
n−1⋃
i=1

[bi, ai+1].

On en déduit que le complémentaire de M∆(B) est un réunion �nie d'intervalles
de [0, 1[.

12.a. On a α ∈ m∆(B). Il n'existe donc pas de couple (a, q) ∈ N2 avec
pgcd(a, q) = 1 et 1 6 a 6 q 6 B∆ tel que |α − a

q
| 6 1

Bd−∆q
. Si |α − a

q
| 6 1

Bd−∆q
,

on pose a′ = a/ pgcd(a, q) et q′ = q/ pgcd(a, q). On a |α − a′

q′
| 6 1

Bd−∆q′
et

q > q′ > B∆.

b. D'après la question 10.b, il existe un couple d'entiers (a, q) véri�ant
pgcd(a, q) = 1 et 1 6 a 6 q 6 bBd−∆c+ 1 tel que∣∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣∣ 6 1

q(bBd−∆c+ 1)
6

1

q2
.

On applique alors la question 9 qui fournit une constante C ne dépendant que
de d et de ε telle que

|S1
B(α)| 6 CB1+ε

(
1

B
+

1

q
+

q

Bd

)1/2d−1

.

Comme, par la question précédente, B∆ 6 q 6 1 +Bd−∆, il existe une constante
C ′ telle que

|S1
B(α)| 6 CB1+ε

 1

B
+

1

B∆
+
Bd−∆ + 1

Bd

1/2d−1

6 C ′B1− ∆

2d−1 +ε.
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13. Comme Sm
B (α) = (S1

B(α))m, on applique la question précédente pour trou-
ver C telle que

|Sm
B (α)| 6 CBm− m∆

2d−1 +ε.

14.a. Si (a, q) ∈ N2 avec 1 6 a 6 q, on a l'égalité∫
M∆(B,q,a)

1 dα = 2B∆−d 1

q
.

Donc ∫
M∆(B)

1 dx 6
∑

16q6B∆

2B∆−d 6 2B2∆−d.

b. Pour ∆ = 1, la question 13 fournit une majoration∫
m1(B)

|Sm
B (α)| 6 CBm− m

2d−1 +ε.

c. Comme M∆2
(B) M∆1

(B) ⊂ m∆1
(B), on a∫

M∆2
(B) M∆1

(B)
|Sm

B (α)| dα 6 2B2∆2−dCBm−∆1m

2d−1 +ε

6 2CBm−d−( m

2d−1−2)∆1+2(∆2−∆1)+ε.

15. On se donne ∆ = ∆0 < ∆1 < · · · < ∆n = 1, on a

m∆(B) = m1(B) ∪ (M∆n
(B) M∆n−1

(B)) ∪ · · · ∪ (M∆1
(B) M∆0

(B)).

Donc∫
m∆(B)

|Sm
B (α)| dα 6 C(Bm− m

2d−1 +ε +Bm−d−∆n( m

2d−1−2)+2(∆n−∆n−1)+ε + . . .

+Bm−d−∆1( m

2d−1−2)+2(∆1−∆0)+ε).

Si m > d2d−1, on a m
2d−1 > d et m

2d−1 − 2 > 0, on peut prendre ε < m
2d−1 − d

et ε < ∆
(

m
2d−1 − 2

)
puis choisir les nombres ∆i de sorte qu'on ait l'inégalité

ε+ 2(∆i+1 −∆i) < ∆
(

m
2d−1 − 2

)
.

16. Dans ce cas, en utilisant la question 15 et les questions 2 et 3 de la partie
IV, on obtient qu'il existe t1 tel que pour tout entier t > t1, on ait

Nm
d (t) = Nm

d (t, t1/d) =
∫
[0,1[

Sm
t1/d(α)e(−αt) dα > c′tm/d−1

pour un nombre réel c′ > 0. Par conséquent G(d) 6 m.
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