ECS2

K. Fournier - Lycée Kastler - Cergy 1

Exercice n°1

Soit n un entier naturel non nul, on considere F = R,,[X] l'espace vectoriel sur R des polynomes
de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout entier naturel j, on note PY la dérivée j-ieme de P.

On définit la famille de polynomes (Py)o<k<n PAr :

1.

(a)

()

X (X — k)t

k! ‘
D’apres la définition des polynémes Py, on sait que Vk € {0,1,...,n}, deg(P) = k,
la famille de polynomes (Py)o<k<n €st une famille de polynémes non nuls de E a degrés

échelonnés alors cette famille est libre de E. De plus cette famille contient n+1 éléments
et E est de dimension n + 1, alors la famille (P, P, ..., P,) est un ebase de F.

Py(X)=1 et Vke{l,....,n}, P(X)=

Soit k € {1,...,n}, B(X) = —X(Xk—;'k)k_17 alors P{(X)=1= Py(X) et
k€ {2,...,n}, P;(X):%Jr(k_n_)(()(];k)kﬂ
RAY S . EAY S
Vke{2,....n}, Pé(X):%(X_H(k_l)X):k(X 1)gjf k)
vhe e, PUx+n = 2ECEEU

(& — 1)

Soit k£ un entier compris entre 1 et n, on montre par récurrence sur j que
vie{l,....k}, PY(X)=P_;j(X—j)

La propriété est vérifiée pour j = 1 d’apres le résultat (). Supposons vraie la propriété
pour j fixé entre 1 et k-1, alors

ce qui donne
PI(X) = Py (X = (+1))
Finalement la propriété est vraie pour tout j € {1,...,k}.
(Po, ..., P,) est une base de E alors pour tout polynéme P de F il existe (un unique)
n + l-uplet (ay, .. .,a,) € R" tel que

P:aOP0+a1P1+...+anPn:ZakPk
k=0
Puisque Py est de degré k, si j > k alors Pk(j ) =0 et donc

n

vie{01,...,n}, PYG) =3 aPP ()
k=

Par la relation trouvée précédemment, on sait que pour k > j,
P,gj)(j) = DP,_;(j —j) = Px—;(0), or pour k — j > 0, P,_; admet 0 pour racine, donc on
obtient : . '
PO(j) = a;P(5) = a;P0(0) = g
On a ainsi la relation :

VPeE, P=Y PP,
k=0
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2. On considere I'application u définie sur E par :
VPe E, u(P)(X)=P((X+1).

(a) Si P € E alors P’ est de degré au plus n — 1 et donc P/(X + 1) aussi, d’ou u(P) € E.
Par linéarité de la dérivation des polynomes, on a facilement :

V(a,b) € R* VY(P,Q) € E? u(aP +0bQ) = au(P) + bu(Q)

u est donc un endomorphisme de E.

(b) D’apres la relation () obtenue en question 1b, on a immédiatement :
u<P0):07 VkE{l,...,n}, U(Pk):Pk—l

La matrice A de u dans la base (P, Py, ..., P,) est donc :

o1 0 ... ... 0
o 1 0 ... 0
A:
0
Lo 0 1
0Oo0 ... ... ... 0

(c) La matrice précédente, triangulaire supérieure, est clairement de rang n : la premiere
colonne est nulle et les n dernieres sont linéairement indépendantes. Les valeurs propres
de la matrice triangulaire A sont les éléments de sa diagonale donc 0 est la seule valeur
propre de A.

(d) A admet uniquement 0 pour valeur propre, donc si A était diagonalisable alors A serait
la matrice nulle, ce qui est en contradiction avec le rang de A, donc A n’est pas diago-
nalisable.

3. On définit sur F x E l'application (.|.) par :

n

V(P,Q) € ExE, (PIQ)=Y P®(k)QW (k)

k=0

(a) Par sa définition I'application (.|.) est une application de E' x E vers R.
Soit (P,Q,R) € E x E x E et (a,b) € R?, par commutativité du produit dans R et par
linéarité de la dérivation dans E, on obtient facilement :

(PlQ) = (QIP)
(aP +DR|Q) = a(P|Q) + b(R|Q)

n

(P|P) = Z (P(k)(k))2 > 0 comme somme de réels positifs. De plus si cette somme de

k=0
réels positifs est nulle alors

Vi e {0,1,...,n}, PW(k)=0

mais on avait P = Z P®) ()P, donc P = 0.
k=0
L’application (.|.) est donc une application bilinéaire de £ x E dans R, symétrique et

définie-positive, ¢’est un produit scalaire sur F.
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(b) La famille (Fy, Py, dots, P,) est une base de E.

Soit ¢ et j deux entiers distincts éléments de {0,1,...,n}, on a par le résultat de la
question 1c) :

k k
P=% PPk, A=) PYkP
k=0 k=0

donc Pj(k)(k;) = 1si k= j et 0 sinon, de méme Pi(k)(k) =1si k=1 et 0 sinon, donc
(PIP) =3 PP (k)PP (k) = PP ()P () = PP () =0

7
k=0

We (oL ). (BIRY= 3 (PPm) = (PG) =1

La famille (Fy, P, ..., P,) est donc une base orthonormale de E.

Exercice n°2

1
1. Lafonction : t € R} +— t— n —1In(t) est dérivable sur R par somme de fonctions dérivables

sur cet intervalle, et on a :

1 1
VE>0, P{t)=14——>=

P —t+1
t2

Le polynome du second degré t?> — ¢ 4+ 1 a un discriminant strictement négatif, donc Vt >
0, ®'(t) > 0. La fonction v est continue et strictement croissante sur R, de plus

1
V>0, Y(t)=t——(1+tInt)

on en déduit que lim P(t) = —o0.

t—0
1 1
vnw,¢@:t@_ﬂg__

on en déduit que tliEl Y(t) = +oo.
—T 00
(1) = 0, la continuité, la monotonie de 1 et ses limites permettent d’obtenir le signe de v
sur RY :
e ¢ est strictement négative sur |0, 1],
e 1 est strictement positive sur |1, +oo.

2. Pour n > 1, notons u,, = . La série de terme général u,, est a termes positifs et pour

n!

e o n 1 ) . 1
n tendant vers l'infini, u, ~ — = ———. On sait que la série g ——— converge (sa
n! (n—1)! (n—1)!
n=1
400 1
somme est E i e), alors par comparaison sur les séries a termes positifs, la série E Up
k=0 n>1

converge.
P P

* n—1 " n S T | 1
peN, Yt —;H_;H_gﬁ_;ﬁ

n=1
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Vp € N¥, Zn_lzl—l

n—l

Par passage a la limite lorsque p tend vers I'infini, on obtient : Z =1.

n=1

LG

n!

3. Soit t € R}, on suppose que la série de terme général

Z¢

converge. On a alors :

(1) X n t  n—1
Z%_n!t”_ n! In(?)

On sait que Vz € R, Zx—':e“” alors
n!
n=0
+oo _
sy 1
= (-1 —t(t—l)—l !
; n! t(e ) ¢ n(t)

4. D’apres I’étude de la fonction ¢, on sait que :
o Vit €]l,+oof, "' €]l, 400 et donc Y(¢t" 1) > 0,
o Vt €]0,1[, "' €0, 1] et w(t" ) <0,

alors la somme Z v ' ) est strictement positive pour tout ¢ €]1,+o0[ et strictement
n!
n=1
négative pour tout ¢ €]0,1[. On a donc bien :
Vit €]l +oo[, (t) >1In(t) et Vte€|0,1], ¢(t) <In(t).

5. Soit (z,y) € U =)0, +oo[?. V(z,y) € U, f(x,y) =2Y — y”. On sait que la fonction f est de
classe C? sur U, alors f admet un point critique en (z,y) € U si et seulement le gradient de

0 5}
fen (x,y) est nul c’est-a-dire si et seulement si ((z,y) € U et 8—£(m,y) =0= a—‘;(x, ).

OF oy = Yav — . P wy) = avin(e) — Ly
V(z.y) €U, F(ry) = "o’ —In(y)y", 8y(x,y)—wln(x) Y
( )eU
x>0,y >0
g =0 4 yr¥=t — ln(y) 0
z¥In(z) —zy™ ' =0
By y) =0
([ (z,y) €U
8f( )= 0 r>0,y>0
gjxc Y & xz_i 1=(y;_1 ln(yz
2y In(z) = y*~
\ 6y(ﬂff y) =0
([ (z,y) €U
0 x>0,y >0
g 2By =0 4 In(z)In(y) =1
¥ tn(x) =yt
| 9y By =0
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OrV(z,y) € U, a¥'>0ety” ! >0alorszv 'In(z) =y* ! = In(z) > 0 & x > 1, mais
on a In(x)In(y) = 1 donc In(z) et In(y) sont de méme signe, donc z > 1 et y > 1. On obtient

finalement :
(z,y) €U
of x>1ly>1
(x,y) € U est un point critique de f < ~—(zy) =0 In(z)In(y) =1
-1 z—1
=L =0 ¥~ tn(z) =y
Jy (z,y)

6. Soit (z,y) € U un point critique de f, on sait alors que x > 1, par bijection il existe ¢ > 0
tel que x = €', on a alors

|

In(z)In(y) =1<th(y) =1<y=c

et alors

et —1 et —1

2/ n(z) = y* ! & texp(t(y—1)) = exp( )< In(t)+(y—1)t=

< In(t) = (1)
On en déduit que si (z,y) € U est un point critique de f alors il existe t € R tel que

v=e, y=ei, ot)=In(t)

7. On a vu que pour t €]0,1] ¢(t) < In(t) et pour t €]1,+00[ ¢(t) > In(t), on a aussi
©(1) =0 = In(1) alors I'unique réel ¢ > 0 tel que ¢(t) = In(¢) est le réel t = 1. On en déduit
(résultat précédent) que l'unique point critique (z,y) € U de f est (z,y) = (e',e') = (e, e).

8. Soit (z,y) € U, on a clairement f(x,y) = —f(y,x). Soit t €] — e, +00]
fle,e+1) =t — (e +1)° = e (et - eeln(Hé)) =—f(e+t,e)

On sait que Vz > —1, In(1 + z) < x (concavité de la fonction In ou étude de fonction). On

aura alors pour ¢ €] — e, +-00[, €08 < ¢t et donc (et - eeln(Hé)) >0

Vt > —e, fle,e+t)=¢° (et — eem(Hé)) > 0

Vit > —e, fle+t,e)=—f(e,e+1t) <0
Si f admet sur 'ouvert U un extremum en (z,y) alors (z,y) est un point critique de f. On
en déduit que si f admet un extremum sur U alors il est obtenu en (e, e), mais f(e,e+t) < 0
et f(e+t,e) > 0 pour tout t > —e, donc f n’a pas d’extremum en (e, e).
Finalement f n’a pas d’extremum sur 'ouvert U.

Probleme
Partie I. Etude des variables Y,, et Z,.

On consideére (X,)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la
meéme loi exponentielle de parametre 1. Pour tout entier naturel n non nul, on note Y,, et Z, les
deux variables aléatoires définies respectivement par :

X, X X,
Y, = Maz(Xy, ..., X,), Z”:Tl+72+"’+_
n

On désigne par f,, la fonction définie sur R par :

fat)=0sit <0
{ fa®) =net(1—e )" sit>0
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1. On considere un tableau X de nombres réels de taille 2011 préalablement rempli.

(a)

algorithme pour la recherche de Max(X[1],X[2]) :
if X[1]<X][2] then writeln(’'le maximum est ’,X[2]) else writeln(’le maximum est ’ X[1])

algorithme pour la recherche de Max(X[1],X[2],X[3]) :

begin

m = X[1];

if m<X[2] then m :=X[2];

if m<X|[3] then writeln(’le maximum est’, X[3]) else writeln(’le maximum est’, m)

end ;

Programme pour la recherche du maximum d’un tableau X = array[l...2011Jofreal a
remplir :

program Recherchedemaximum ;

type tab = array [1..2011] of real;

var X : tab; ik : integer; m : real;
begin

writeln(” donnez vos 2011 valeurs & comparer ') ;
for i := 1 to 2011 do readln( X[i] );

m = X[1];

for k :=2 to 2011 do

begin

if m< X[k] then m := X[K]

end ;

writeln(’le maximum du tableau est’, m)
end.

Soit t € R, par définition
Fy.()=P(Y, <t)=P(X; <t,Xs <t,..., X, <t)

Les variables X1, ..., X, étant mutuellement indépendantes, on a :
VteR, Fy,(t)=PX <t,Xo<t,... X, <t)=[[PXi<t)=]]Fx.(t)
i=1 i=1

D’apres le rappel de I’énoncé, pour tout 2+ € N*, on a :
Vt<0, Fx,(t)=0 etVt=0, Fx,(t)=1—¢"

on en déduit que :
o Vi < 0, Fyn(t) = O,
o Vt>0, Fy (t)=(1—-eH"

On remarque que la fonction Fy, est de classe C! sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo[ avec
Vi< 0, Fy (t)=0=/f,(t) et Vt>0, Fy (t)=ne"(1- e—t)”‘1 = fu(t)

La fonction f,,, définie et positive sur R, est égale a la dérivée de Fy, sur R* et sur R,
c’est donc une densité de probabilité de la variable aléatoire de Y,,.

Xn
*L On a alors :
n+1

Notons G, 41 la fonction de répartition de la variable aléatoire
Xn+1
n+1
On aura donc : Vt <0, Gryi(t) =0et ¥Vt =0, Gppq(t) =1 — e (HIL,

VtmR, Gn+1 (t) = P(

<t)=P(Xpp < (n+1)t) = Fx,, (nt+1)
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Xn
+1 )
est clairement de classe C! sur

n
R* et sur R*. De plus lim G, 41(t) =0 = G,,1(0) alors G, est continue sur R et
t—0—

(b) La fonction de répartition G,;1 de la variable

de classe C! sur R privé éventuellement de 0, donc la variable aléatoire L est une

n+
variable aléatoire a densité. De plus

VE <0, Gn(t)=0, et V>0, Gu(t)=(n+1)e "tV
alors la fonction d,,.; définie sur R par :

dn+1(t) =0s1t<0
dpi1(t) = (n+ e "D sit >0

Xn+1
n+1

4. La fonction t — ne™ (1 — )" est clairement définie et continue sur R alors la fonction

g:T— / ne™ (1 — e_’f)W1 dt est définie et de classe C'2 sur ,r, avec
0

est une densité de

Vo € R, g/<$> — ne™ (1 _ e—m)n—l _ nenze—(n—l)m (63: o 1)71—1 — ne® (ex i 1)71—1

La fonction h : x — (e* —1)" est clairement définie et de classe C! sur R avec Vo €
R, &/(z)=ne*(e* —1)"'. On en déduit que

Ve e R, ¢'(x)=nhn'(x)
alors il existe k € R tel que Vo € R, ¢(z) = h(z)+k, mais g(0) = 0 = h(0) alors finalement

E=0et
VeeR, g(z)=h(x)

ce qui donne : Vx € R, / ne™ (1 — e_t)n_l dt = (" = 1)".
0

5. Pourn =1, Z, = Z; = X; = Y] est une variable aléatoire dont une densité est f; d’apres le
résultat de la question 2c.
Supposons que pour n fixé dans N*, Z,, soit une variable aléatoire a densité dont une densité
est f,.
n+1

X,
sl = Ly,
+1 +n+1

est somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes, d,, 11

X
(fonction bornée sur R, minorée par 0 et majorée par n+1) est une densité de ::rl et
n
“+00
» est une densité de Z,, alors Vz € R n(t)d,1(x — t)dt converge et on sait que
f , + g q

+o00 -
h:z— / dpy1(t) fro(x — t)dt est une densité de la variable aléatoire Z,, ;.

D’apres la définition de fn,on a:
oo n—1
VeeR, h(x)= / ne ™ (1—e™)" dypyi(z —t)dt
0

et d’apres la définition de d,, 11, si  —t < 0 alors d,,;1(x — t) = 0, il vient donc :

Ve <0, h(z)=0= fo(z)
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Ve >0, h(z)= / ne”! (1 — e’t)n_l (n+ 1)6*("+1)(x*t)dt
0

Ve e Ry, h(x)=(n+ 1)6(”“)5’3/ ne™ (1 — e’t)n_l dt
0
et d’apres le résultat de la question 4, on a :
Ve 20, ()= (n+ e (e 1) = (n+ De (1 e )" = fun(a)

Finalement Vz € R, h(z) = f,1+1(x), donc Z,,; est une variable aléatoire a densité dont
frni1 est une densité.

On a montré par récurrence que pour tout n € N*, Z,, est une variable aléatoire a densité
dont une densité est f,.

Partie II. Existence et unicité de la solution d’une équation différentielle

On désigne par E l'ensemble des fonctions f continue de [0, +;nfty[ dans R telles que I'intégrale
+oo
/ |f(t)] dt converge. On admet que E est un R-espace vectoriel.
0

1. Soit ¢ et ¥ deux fonctions appartenant a FE, dérivables sur R, et vérifiant 1’équation
(Dy) y—y = foufeE. Onintroduit la fonction h définie sur Ry par :

Vo€ Ry, h() = e (p(r) - ()

(a) La fonction h est dérivable sur R, par somme et produit de fonctions dérivables sur
R,etona:

Vo€ Ry, H(2) = —e (o(x) — (@) +e " (¢(2) = 0/(x) = e (o) — @/ (&) + /() — (a)
Ve e Ry, h(x) =" (f(z) - f(z)) =0

on en déduit que la fonction h est constante sur R, .
+o00o
(b) On sait que la fonction ¢ — v appartient a E alors / |o(t) — 1(t)| dt converge, or
0

VteR,, 0<e <1, donc VteRyn, [h(t)]<|p(t)—p(t)

et donc h appartient a E. La seule fonction constante sur R, dont I'intégrale sur [0, +o0o[
converge est la fonction nulle, donc V¢ € Ry, h(t) =0, ce qui entraine

Vi€ Ry, ol(t) = o(1)

On a ainsi établi qu'il existe au plus une solution dans E a ’équation (Dy) lorsque f € E.

2. Soit x un réel positif.
Vt € [w,+oo[, O0<e'<e™

alors
Vt € [z, +oof, 0< | f(H)] <e ™ [f(D)]

+00 +oo
'intégrale / |f(t)]dt converge alors pour tout réel x positif l'intégrale / |f(t)]dt
0 T Yoo
converge aussi et par comparaison sur des fonctions continues et positives, I'intégrale / ‘e’t f (t)| dt
0

+0o0o
converge. On en déduit la convergence absolue, et donc la convergence, de 'intégrale / e f(t)dt.
0
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+o0
3. Pour f € E, on note ky : © — ea’/ e ' f(t)dt. D’apres ce qui précede, la fonction kj
T
est définie sur R;. En notant F' une primitive sur R, de la fonction x — e *f(z), on a :

Vee Ry, ke(r)=¢€" < hI_El F(a) — F(x)), alors ky est dérivable sur R, et on a :

+o00
Voe R, Ko)=e [ et + et a) = by - f(a)
La fonction ky vérifie donc
Ve € Ry, ky(z) - K@) = f()

4. On suppose dans cette question que f est a valeurs positives : Vo € Ry, f(z) > 0.

(a) i. Par croissance de la fonction exp, on sait que
Ve e R,, Vte[r,+0], 0<e’<e ™ lafonction f étant positive sur R, , on
a:
Ve e Ry, Vtel|r,+oof, 0<e "f(t)<e ™f(t)

et par intégration sur [z, +oo(, puisqu’il y a convergence des intégrales :

+00
VreR,, 0<ki(a)< e’”/ e~ F(1)dt

+o00
Ve € Ry, 0<kg(r) < f(t)dt

x

ii. On sait que Vo € Ry, kf(z) = kj(x) + f(x) alors par intégration sur le segment
[0,A] avec A€ Ry, on a:

A A A
VA € R, /Osz(t)dt:/o k}(t)dt+/0 F(#)dt

VAe Ry, /OA kp(t)dt = kp(A) — kp(0) + /OA f(t)dt

(b) On déduit de 'encadremebnt 4ai) la limite de la fonction kf en +oo : lim kf(A) =0,
A—+o0

alors par passage a la limite dans ’égalité 4aii lorsque A tend vers 400, on, obtient la

“+o0o
convergence de l'intégrale / kf(x)dz avec
0

+oo 400 +o0
/0 ke(x)dr = —ks(0) + flz)de = /0 (1—e ) f(x)dx

0

5. On revient au cas général avec f: Ry — R. On aura alors

+oo 400
VreRe o)< [ ctlmlar<e [ e

et finalement Vo € Ry, 0 < |kg(x)| < k().
La fonction |f| est a valeurs positives et d’apres le résultat de la question précédente, on

+00
sait que l'intégrale / kis|(z)dx converge; par comparaison sur des fonctions positives, on
0

+oo
obtient la convergence de l'intégrale / |k¢(x)| do et donc ky appartient a E.
0
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6. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f continue sur R, et nulle sur R* (et
a valeurs positives puisque c¢’est une densité). Supposons qu'’il existe une densité g dérivable
sur R, nulle sur R* et vérifiant ¢ — ¢’ = f, d’apres les résultats des questions 1 et 4 on sait
que 'on doit avoir :

+oo
VeeR", g(z)=0etVzeRy, g(z)=Fki(x)= ex/ e f(t)dt

“+oo
g étant une densité, on a aussi / g(x)dz =1, ce qui donne alors (résultat de la question
3) :
400 +oo
/ ke(x)der =1 = / (1 —e7)f(z)dx
0 0
+00
f étant une densité de probabilité nulle sur R*, on a aussi f(z)dx =1 et donc

0

+oo +oo
/ ke(x)dr =1=1— / e " f(x)dx
0 0

nti>e " f(z)dr =0

La fonction z — e f(x) étant positive sur R, on doit avoir Vx € R*, e *f(x) = 0 ce
+oo

qui entraine f est nulle sur R, ce qui est en contradiction avec f(z)dx = 1.
0

Il n’existe donc pas de densité g nulle sur R*, dérivable sur R telle que g — ¢’ = f avec f
densité nulle sur R* et continue sur R*.

Partie I1I. Etude de l'application f — k;

Soit ¢ définie sur E par :
VIiEE, o(f) =k
1. On sait d’apres la partie précédente que si f € E alors ky € E, donc ¢ est une application

de E dans E. De plus par linéaritré de U'intégrale sur [x,4+o00] puisqu’il y a convergence si
(f,g9) € E? et (a,b) € R? alors

+00 400 400
Ve e Ry, olaf+bg)(z) = e“"’/ e " (af(t) +bg(t))dt = ae“””/ e ' f(t)dt + be‘”/ e 'g(t)dt

plaf +bg) = ap(f) + bp(g)

¢ est donc un endomorphisme de F.

2. Soit a un réel strictement positif, on considere la fonction f, : x € Ry — e7%*. La fonction
fa est continue sur R et positive, de plus

Yy ar1Y 1 —ay
Yy > 0, / falx)dx = {—6—} _-_°c
0 a

0

—+00

Y 1
donc ligl / fa(x)dx = =, 'intégrale fa(z)dz est donc absolument convergente, la
y—+oo Jo a 0

fonction f, est bien dans E.

Y

+infty
Ve e Ry, o(fa)(x) = e"”/ e fe”dt = e lim ety

y—+oo J,
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Vo€ Ry, o(fu)(x) = ¢ lim

y—+oo

e—(at1)t 7Y B e—aT
a+1 |, a+1

On en déduit que p(f,) = ] fa, la fonction f, est donc un vecteur propre de ¢ associé a
a

la valeur propre .
vaieur prop a+1



