CCP 2006 -PSI
premiere épreuve : corrigé

Partie 1.

1.1. D’apres la formule du binome,

k=0

<Z> —(1+)r=2"

1.2. On adonc Vn € N, a; = 1.
1.3. Les séries > _(an) et Y (a)) sont grossierement divergentes.

2.1. La formule du binéme indique que

1
VneN, ay = 27(24—1)"

2.2.1. On sait calculer les sommes géométriques. La raison z étant différente de 1,

1— Zn—‘rl

n
Yookl
1—-=2
k=0

Pour |z| < 1 ce terme admet une limite. ) (a,) converge et
> 1
A(z) = b=~
(2) =) & =1—
n=0

1 . f
222. On a ‘%‘ < # < 1let ) (a}) est donc aussi une série géométrique convergente de somme

2.3.1. La série Y (ay,) est grossierement divergente (terme général qui n’est pas de limite nulle).

2.3.2. Si z = —2 alors a} = (—1/2)™ est le terme général d’une série géométrique convergente.

2.3.3. (a}) est une suite géométrique de raion r = e'i<92+1 = cos(6/2)e/2. Comme 6 €]0,7[, |r| €]0,1]
et > (a}) converge et

T T sm(e2) T sin(a/2)

>, 1 2 ie~10/2 .cos(6/2)
Zak -1
n=0

Partie II.

1.1.1. On a

(n) nn—1)...(n—k+1) n¥

k)~ k! oo k!

1.1.2. Par croissance comparées, on a donc



1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

2.1.

2.2.1.

2.2.2.

q étant fixé, Sy(n,a) est alors une suite finie de suites de limite nulle et

li =
Jm Sq¢(n,a) =0

Soit € > 0. Comme a est de limite nulle, il existe un rang q tel que Vk > ¢, |ax| < /2. La suite
Sq(n,a) étant de limite nulle, il existe ng tel que Vn > ng, [Sq¢(n,a)| < e/2. On a alors

* 1 n n g 1 - ny\e
V> o, Jay] = |Syln,a) + <k>k <5 ta X <k>2

k=q+1

Comine Z (Z) < Z (Z) < 2", on a finalement

k=q+1 k=0
Vn > ng, lay| <e
et on a montré que

lim a;, =0
n—-+o0o

On a

afL—l—ani(;D(ak—l)

k=0
et on se ramene au cas précédent (a, — [ — 0). Ainsi

lim a; =1
n—-+00

Si a, = (—2)™ alors (a}) est une suite convergente de limite nulle alors que (ay) est une suite

divergente. Il n’y a donc pas équivalence entre les convergences de (a,) et de (a}).
Un calcul au brouillon (non reporté) donne

Uy =Sy, Up =259+ 51, Uy =S5 + 351 + 35y, Ug = S3 + 4S5 + 651 + 4.5)

On peut donc supposer que
n
n+1
U, = S
g kzo (k + 1> g

La formule précédente est vraie pour n = 0,1,2,3. Soit n > 3 tel que la formule soit vraie
jusqu’au rang n — 1. On remarque que

U, =2"T,, =2U,_1 + Z (Z) ag
k=0

On utilise alors la remarque de I’énoncé pour exprimer ay, a 1’aide de Sy et Si_1. En réordonnant
les termes (on scinde la somme en deux et on réindice), on obtient

(= ()3 s

Avec ’hypothese de récurrence au rang n — 1, on a donc

() ()

La formule (kil) + (7)) = (ZE) permet alors de montrer le résultat au rang n.



2.3.

2.4.

On suppose que Y (ay,) converge et on note S sa somme. On a donc S, — S quand n — +oo.
Avec la question précédente, on a

7’L n " n
Up1= E <k> Skt1 = E (k) Sk+1— 51
k=1 k=0

Comme 5,11 — 5, la question I1.1 indique que

n

. 1 n
ngrfoo on lcz—() (k) Sk1 =15

Un— (.
— S ou encore T),_1 = =1 — 25. La série ) (ay,) converge et

o0 oo
E ay, =2 g an
n=0 n=0

Un—1+51
on

ce qui donne

Si a, = (—2)" alors > (ay,) diverge alors que > (a}) converge. Les séries ) (ay) et Y (a}) n’ont
donc pas toujours méme nature.

Partie II1.

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

Pour tout réel = la suite (z"/(n + 1)!) est de limite nulle et donc bornée. La série entiere
> (2™ /(n + 1)!) est donc de rayon de convergence infini et f est définie sur R. Elle est méme,
comme somme de série entiere, de classe Coo sur R.

On a

On en déduit que

1 _
Ve £0, e “f(z) = c
x
En 0, la fonction prend la valeur 1 (f(0) = 1).
On a . .
vz eR, VneN, |77 | < nel L a0
n! n!

La série entiere : sumTrx™ est donc de rayon de convergence infini. g est donc définie et de
classe C*° sur R.

On peut dériver terme a terme une série entiere sur 'intervalle ouvert de convergence. Ainsi (on
tient compte de o9 = 0)

Vr € R, g’(x)—g(x)—ZUZTlx"—Z::mn—l—i-Z(n:_v:l)!_f(af)

n>0 n>1 n>1

On a ainsi
Vo € R, ¢(2)e " — glx)e? = f(z)e"

En primitivant (avec les primitives nulles en 0) on a donc

Vr e R, g(x) =¢€" /wf(t)et dt
0



3.1.

3.2.

4.1.1.

4.1.2.

4.2.

4.3.

5.1.

F est une primitive de x +— e~ * f(x). Or, d’apres I11.1,
-1 n+1
Ve e R, e ¥f(x) = Z 7( ) z" !
n>1

On peut primitiver terme & terme une série entiere sur I'intervalle ouvert de convergence. Comme
F(0) = 0, on obtient
-1 n+1
Vr e R, F(x) :ZLCC”

n.n!
n>1

On a g(x) = e*F(z). Dérivons cette égalité n fois (avec la formule de Leibnitz) et prenons la
valeur en 0. On obtient .
n
g(n) (0) = Z <k> k) (0)
k=0

Or, si h est la somme de la série entiere S (bpz*) alors by, = k!h(*)(0). Ainsi, ’égalité précédente

s’écrit . .
n\ (—1)k+!
Yn >1, o, :kZ:l <k>(k): = nly,

(1 1 1 1

wr = — In _ —_ ~

b k+1) k+1  2(k+1)2
et c’est donc le terme général d’une série absolument convergente.

Soit v, = o, —In(n) ; on a v, — Vp41 = wy. Or, la série Y (v, —vy41) et la suite (v,) ont méme
nature et donc (v,) est une suite convergente.

En regraoupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs, on a

1 &1
D I D D
k=1 k=1

"1 "1
UQ"ZZ%JFZ%fl
k=1 k=1

En faisant la différence, on obtient
Ton = 02np — On

Sotons [ la limite de (¢, — In(n)) = (v,). On a
Vap — Up = 02y — 0y, — In(2) = 79, — In(2)

Cette quantité étant de limite [ —! = 0, on a donc 79, — In(2). Par ailleurs 72n + 1 — 7y, = Tﬂ-l
et donc 79,41 — In(2). Finalement, la suite 7 est convergente de limite In(2) ou encore

® 1yk+1
> (1]2 =1In(2)

k=1

(07, —In(n)) admettant une limite finie, on a o, ~ In(n). Ainsi, (z"0,) est bornée si et seulement
si |x| < 1. Le rayon de convergence R est donc égal a 1.



5.2. Comme o,, — +00, Y (0y,) diverge et A = [—1,1[. On peut dériver terme & terme la série entiere
pour obtenir
Vx € [0, 1], Znanznn 1'>0
et ¢ est donc croissante sur [0, 1].
5.3. La relation v, = 74 peut s’écrire

=2 (1)

k=1

k
= 1) i pour k > 1 et ag = 0, on a donc

On 1 <~ /n
o T La\p )T
k=0

La partie I indique alors que ) (a}) est convergente de somme égale a deux fois celle de Y (ay,).

On a ainsi .
on
é <2> = 227 = 2In(2)

n>1

Si on pose a =

5.4. Soit u, = % si k> 1et ug=1. Soit w la suite constante égale a 1. On a

n

Vn >0, o, = Zukwn,k = (u*w)y,
k=0

ou u * w désigne le produit de Cauchy de v par w. Le cours indique alors que
~In(1-=z)
Vo €] —1,1], F
) =D uat Y ot ==
k>0 k>0

On retrouve ¢(1/2) = 21n(2).



