CCP PC —Epreuve 1-2006 -

Partiel —

1 Six= er gty= ZyleI ,aors(x |y) = ZXiyi car labase B est orthonormale, soit
=)

2  Projecteur orthogonal sur H :

a

b

c

(x |y) =Xy ='YX.

C’est un résultat du cours: si (ey, ..., &) est une base orthonormale de H, | alors

k
0z0F p@) = ¥ (z]e.e
=1

Matrice de p dans une base orthonormale de F :

k K
OzOF p(z):Z(z|q)eI apour matrice M(p)Z = Z(tEiZ)Ei Comme 'E;Z est un réel,

k
on peut permuter lestermes: M(p)Z = Z E, (tEiZ) Or E; est une matrice de taille (n,1), tEi
=1
detaille (1,n) et Z detaille (n,1) ; le produit E; 'E; Z est défini (et le produit des matrices est
k
une opération associative) : Z E; tEiZ =M(p) Z
i=1
K []
OzOF p(z) apour matrice Ez E; tEi Z . Or lamatrice d’ une application linéaire,
=1 l
k
relativement a une base donnée, est unique : M(p) = z = tEi

OzOF O (y, ) OHxH”/z=y +t, o H" est I'orthogonal de H dans F (et F=H O H")
Alorsp(2) =y, |Ip@) If =y If et (théoréme de Pythagore) ||z | =1y IF+ItIF = [y If, ce
qui permet de conclure: ||z ||z || p(2) ||

3  Etuded un exemple.

a

o2 0 -2 0f

_ _ , 120 2 o —2H
M est une matrice symétrique réelle, on calcule M = =0 O=M: M estla
42 0 2 o0

Ho -2 o 2f

matrice d’ un projecteur p . Comme M est symeétrique et la base est orthonormale,
I”endomorphisme p est symétrique. Consequence (on utilise le rappel donné en début

d énonceé, mais que vous deviez connaitre) : p est un projecteur orthogonal.

On peut remarquer, en notant (v4, Vo, V3, V4) labase canonique, que p(vsz) = - p(vy) et

P(va) = - p(Vv2). Ainsi rg(M) = rg( p(v1), p(v2), P(Va), P(va)) = rg( p(va), p(v2)) = 2 (les deux
vecteurs ne sont pas proportionnels).

Conclusion : rg(M) =rg(p) = 2 et (formule du rang) dim( Ker(p)) = 2.

Im(p) apour base { p(v1), p(v2) }, qui est une famille orthogonale. Une base orthonormale
0 0O1g D U

D OD ED
de Im(p) est obtenue en normant ces vecteurs : B—D 1

En utilisant les remarques précédentes, v, + v3 et v, + v, sont des vecteurs de Ker(p),
formant une famille libre (ils ne sont pas proportionnels), donc une base de Ker(p). Ils sont
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orthogonaux. La encore, il suffit de les normer pour obtenir une base orthonormale de Ker(p),
0 mo oed

] 00
| 2 b5 Va2 i

ce qui donne : F— U0 =0
q 2 0 2 0aH

s 30 BE

4  Vaeurspropresde por :

a

Le vecteur u vérifie: (por)(u) = Au et puisque A Z0, u= %p(r(u)) OIm(p)=H En
particulier p(u) = u et p( r(u) - Au) = Au - Au= Og : r(u) - Au O Ker(p) = H”

CommeuldHetr(u)-Aull HD(r(u) -Auju) =0ie(r(u) |[u)=A[|u ||2

Par définition der, projecteur orthogonal de F sur K: u s écrit de maniére unique
u=r(u) +z 00z 0K et (ru) | u) = (r(u) | ru) + 2) = || r(u) |

On obtient bien I’ égalité: [|r(u) |F = ||u|P

2
f
Jul

On applique laquestion 2c ar, projecteur orthogonal : A < 1.

Puisqueueﬂnonnul,||u||2>0:}\=

5 Hypothese: p et r commutent.

a

Alors (por)2 = p2 or’= por : por est un projecteur.
La matrice de por dans la base orthonormale de F est P.R, ou P et R sont symétriques, et
commutent. Alors t(PR) =R'P=RP puisque P et R sont symétriques

= PR puisgue P et R commutent.

La matrice de por dans une base orthonormale est symétrique (réelle) : por est un
endomorphisme symétrique et un projecteur, ie un |projecteur orthogonal |

Remarque : on peut également montrer directement que por est un endomorphisme
symétrique en calculant pour tout couple (x, y) d’ éémentsde E :
((por)(x) [y) =(p (r(x)) |'y) = (r(x) [ p(y)) car p est symétrique

= (x| r(p(y)) car r est symétrique

= (x| (por) (y)) car p et r commutent.

Puisgue por est un projecteur, sp(por) O {0, 1} et por est diagonalisable. Puisque por est non
nul, il y adonc une valeur propre nonnulle: 1.

0 est-elle valeur propre ?si 0 n’est pasvaleur propre, alors le projecteur por n'a qu’ une seule
valeur propre, 1, et por =idg; p est un endomorphisme inversible de F, ce qui n’est pas
possible car son image : H, est incluse strictement dans F. Conclusion : O est valeur propre de

por et sp(por) ={0, 1}

Comparaison des noyaux et images :
Soity O Im(p) n Im(r) ; alorsy O Im(p) et p(y) =y ; deméme y [0 Im(r) et r(y) = y.
Conséquence : (por)(y) = p(y) =y :y O Im(por). Ainsi  Im(p) n Im(r) O Im(por).

Réciproguement: soit y [1 Im(por) ; Ox O F/y = (por)(x) = p(r(x)) O Im(p) et deméme (p et r
commutent) y =r (p(x)) O Im(r). Ainsi Im(por) O Im(p) n Im(r)
Conclusion: |I m(por) = Im(p) n Im(r).\




Soit x I Ker(p) + Ker(r); alors [I(y, z) O Ker(p) x Ker(r) / x =y + z.
(por)(x) = (por)(y) + (por)(z) =r (p(y)) + p(r(z)) = Og : x O Ker( por). La 1° inclusion est
prouvée.

Réciproquement : soit x (I Ker(por).

Onveut écrirex = a+ b, all Ker(p) et b O Ker(r). Or p(r(x)) = Og donc r(x) O Ker(p) ; on
essaiea=r(x); aorsb=x-r(x). Vérification: all Ker(p) et

r(b) = r( x —r(x)) =r(x) — rz(x) = Og car r est un projecteur : b [ Ker(r).

Conséguence x [ Ker(p) + Ker(r). La2° inclusion est prouvée, et |’ égalité avec elle.

6 Utilisation de matrices par blocs:

a

iv

Partiell —

P et R sont les matrices de projecteurs orthogonaux dans une base orthonormale, ce qui
signifieque:

P et R sont donc symétriques ; ainsi 'R =R équivaut a'A = A, 'c=B,'B=Cet'D=D.
COA?+BC AB+BDU
@IA+DC CB+D2ﬁ'

égalités: A+ BC = A, AB + BD = B, CB + D? = D. Toutes les égalités demandées ont été
trouveées.

PP=P, ce qui est verifie, et R?=R. CommeR? = on obtient les

M éthode : une démonstration circulaire.

B
Hypothese : sp( por) 00 {0, 1}. Lamatrice de por est PR = %2 OB ; le spectre de por est
O O

donc formé de O et des vaeurs propresde A. Ainsi sp(A) {0, 1}
Comme A est symétrique réelle, A est diagonalisable dans une base orthonormale.
Soit (4, ..., fx ) une base orthonormale de R* formée de vecteurs propresde A, (X; ..., Xg) les
matrices colonnes associ ées a ces vecteurs dans la base de départ.
i D{l, cey k} AXi =)\iXi ,)\i D{O, 1}
Onutilise: A°+BC=A: A2 X; + BCX; =AX; etcomme AZ =);:BCX;=0
Puisque (X1 ..., Xy) est une base de M 1(R) BC = 0="CC.
On suppose 'CC = 0. Deux méthodes possibles:
(1) s C= (G rcign—k » 'CC est une matrice de taille (k, k) dont le terme général est YVij =

1<j<k
n-k n-k ¢

Z CpiCp,j > POUri =] yij = Z cg‘i = 0 puisque 'CC = 0 Comme les nombres c,,; sont des
p=1 p=1

rées: 0i0{1,..,k} OpO{1,...,nk} ¢;=0ieC=0
(2) oubien: OY OR* 'Y'ccy =||CY |F=0car'CC=0.
Ains OY OR* CY =0, ce qui signifieque C =0.

0 0

OnsupposeC:O;alorsB:tC=0,R:DA DetPR:RP= A D:petr
W 0 i ]
0 D 0 0O

commutent.
On suppose que p et r commutent. Alors (question 5.a) por est un projecteur orthogonal et
pour tout projecteur : sp(por) {0, 1}

1 Plusieurs méthodes possibles:

a

Utilisation directedu cours: min{ [|[f(X) -V [, X OE} =min{ ||y- V|, y O Im()} =1 yo—VI|
ou Yo est le projeté orthogonal de v sur Im(f).
Commeyp O Im(f), Oxo O E/ yo=1(Xg) et v ="1(xg) +z
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b Démonstration : soitv O F; 0! (y,2) OIm(f) x Im(f)~ /v =y +z.
Puisquey [0 Im(f) Oxo O E/y = f(Xp).

OxOE [|f(X) -V |F=|f(X) =f(xo) - z |F = [|f(x-X0) - z|[F On peut appliquer le théoréme de
Pythagore puisque f(x-xg) O Im(f) et z O Im(f)D :

1110 - v [P = [11xx0) IP + 12 IF 2 12 IF = [1(x0) - v I
Ainsi { ||f(x) - v |, x O E} admet un minimum qui est || f(Xg) - v || Ce minimum est atteint
pour tout vecteur x tel que || f(X-Xg) ||2, ie pour tout vecteur x tel quef(x) =f(xp) ie
v=1(x) +z z O Im(f)"

Soit x; O E tel que || f(Xg) - v || = || f(X1) - v || - En remplagant x par x; dans la suite d’ inégalités
précédentes, on obtient : || f(X1-Xo) ||2 = 0ief(xq) =f(xg). f étant injective, X1 = Xg.

a Hypothese : g est pseudo-solution de (*). Alorsf(xg) =y=v—z,z [ Im(f)D :
OxOE (f(x) |f(xo) —Vv) = (f(X) |- 2) =0 car f(x) O Im(f) et z O Im(f)" .

b Réciproguement, on suppose que le vecteur x, vérifie: Ox O E (f(x) | f(x1) —v) =0; aors
f(x) —v O Im(1‘)D CAins v =1f(Xq) — (f(x1) — V), ou f(xq) O Im(f) et v —1f(xq) O Im(1‘)D .
Comme la décomposition de v comme somme d’ un vecteur de Im(f) et Im(f)D est unique, cela
signifie que f(x41) = f(Xp) ie (question 1) que X est pseudo-solution de (*).

Pour tout vecteur x de E, f(x) apour matrice AX, f(Xp) apour matrice AXq et v a pour matrice V.

Comme C est une base orthonormale de F, (f(x) | f(xo) —V) = (AX) (AXo—V)ie:

OX OMpi(R) X'AAXy—'X AV =0="X('AAX,-'AV)=0

Remarque: on noten = dim(E), k =dim(F) ; alors A est detaille (k, n), V detaille (k, 1) et la
matrice 'AAXy—"A V est detaille (n, 1).

a S 'AAXo-'AV =0, 'égalité demandée est évidemment vérifiée.

b Réciproquement, si 0 X O Mp1(R) X('AAXo—'AV)=0
on écrit cette égalité pour les n matrices colonnes X tell%quetx =(,...,0,1,0,...,0),
correspondant aux vecteurs de la base B. Les n coefficients de lamatrice 'AAXo—"A V sont
nuls, ie cette matrice est nulle.
Autre méthode : soit L = tAAXO ~'Av.
OX OMpa(R) X('AAXo—'AV) =0 Enparticulierpour X =L :'LL =||L |f=0ieL =0.

C Conclusion xg est pseudo-solution de (*) si et seulement si '"AAXg = ‘AV.
3 0 -3 (X[
On commence par calculer ‘AA= 50 6 OF. OnnoteXq= U et le systéme: '"AAX = 'AV est
3 0 3 ﬁ
Bx—-3z=0 X O
- . . XK= : 0
alorséquivalent a: Hiy=3 soita [ . Les solutions sont les vecteurs Xq = /27,
Hax+32=0 =1z g

X OR.

a On suppose que la base canonique de R" est orthonormale. Dans ce cas

n
> (Aay + by - c)? =|Aa+pb- c||2 Interprétation usuelle (cf cours) : lorsque les réels A et
k=1
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W décrivent R, la somme Aa+pb décrit I’ espace vectoriel F = Vect[a, b], et cette somme est

minimale lorsque
A a+ pbest le projeté orthogona de ¢ sur F.

Soit (e, &) base canonique de R% fI application linéaire de R? dans R" définie par :
f(er) = aet f(e,) = b (on rappelle qu’ une application linéaire est [caractérisée]par I'image
n
d’une base). Ainsi Z (Aay + ub, — ¢ )% =f (Ae, + pey) —c||2 atteint son minimum pour
=]

Xo = A€y + Ue, pseudo-solution de |’ équation : f(x) =v = ¢ (*) (résultat de la question 1)

Oa; b0
Al
S
LamatricedefestA=0 : 0
- ‘O
P byl
b Rappel : une application linéairef : E - Festinjective s et seulement si I'image d’ une base

de E est une famille libre (de F).
Conséquence: f est injective si et seulement si lafamille{f(ey), f(e;)} ={a, b} estlibre.

c Conséguence (question 2) : le probléme posé admet une unique solution, solution de
Dal bllj
EF‘Z :E Olall? O
..+ ... a ) alb
I’ équation : '"AAXy ="AV ; or 'AA = [al ”BD to0= D”a” ( lz)D et
L b”DB : :S Halb) [o]" H

. b,
Halc)d

‘Av="AC= oo On obtient un systéme de deux équations & deux inconnues, qui admet
L

une solution unique, car f est inversible (ce qui implique que lamatrice 'AA estinversible ; on
pourrait aussi le vérifier avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le cas d' égalité, ce que je vous

2
laisse faire) On résout donc avec énergie ce systeme: A = ”b” @]~ (alb)(b|c) et

ERERICIE
.= [d ®Glo - (alb)alo
ERERICI
Partielll —
1
a Existence d’ une décomposition.

F est un espace vectoriel euclidien tel que Im(f) O F: F=Im(f) O Im(f)D. Ainsi :
OyOF O (x’,y") OIm(f) x Im(f)D/y:x’ +y.
Puisquex’ O Im(f) OzOE/ X =1f(z)
Enfin Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, espace vectoriel euclidien :

E = Ker(f) O Ker(f)”:
O (Xq, X) O Ker(f) x Ker(f)D/ z=X1 +x etf(z) =1f(x) puisque x; [ Ker(f).
Conclusion : O(x, y) O (Ker(f))" x (Im(f))~/ y = f(x) +y’



Unicité de cette décomposition : on suppose qu’il existe un deuxieme couple ( X4, y;') de
(Ker()" x (Im(f)) " tel quey =f(x) +y" =1 (xo) +y1".

Alorsf(x —xq) =y =y O Im(f) n (Im(f))D ={0r}:y1 =y1etf(x-xy) =0rie

X —X1 O Ker(f) maisx —x, O Ker(f)D (par définition de x et x,).

Comme Ker(f) n Ker(f)D ={0g}, X =X;q. Conclusion: I’unicité du couple (x, y') est
effectivement prouvée.

Linéarité de g : soit (y, y;) O F? (a @) O R? Alors (questions a et b)

0%, X1, ', y1') O ((Ker(f) ) x (Im(H) )/ y=1() +y etys =f(xo) +yr

On cacule ay + by, =f(ax + bx;) + (ay’ + by;")

Comme Ker(f)~ et Im(f)"~' sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement :
ax + bx, O Ker(f)D ,ay’ + by, O Im(f)D et, par définitiondeg:

glay + bys) = ax + bxy =ag(y) + bg(ys)

Remarque préliminaire : Ker(g) O F et Im(g) O E. Et méme Im(g) O (Ker(f))D .

a

Recherche du noyau deg: soity [ F.
yOKer(g) = gy)=x=0 = y=f0g) +y', Y D(Im(f))D (décomposition de y vue dans 1a)
- yo(m(f)-

Conclusion : Ker(g) = (Im(f))"”

Recherche de I’image : on sait d§a que Im(g) O (Ker(f))D

On peut utiliser a présent laformule du rang. Puisque g est une application linéaire de F vers

E:

dim( Im(g)) = dim(F) —dim(Ker(g)) = dim(F) — (dim(F) — dim(Im(f)) puisque Im(f) 00 F
=dim( Im(f)) = dim(E) — Ker(f) (formule du rang appliquée af , maisf: E - ..)
=dim( Ker(f)D) (E est un espace vectoriel euclidien)

Conclusion : Im(g) O (Ker(f))D et les deux espaces vectoriels ont méme dimension : ils sont

égaux.

Projecteurs orthogonaux.

a

Etudedegof : soitx O E. [O! (X4, X) O Ker(f) x (Ker(f))D/x =X+ Xo
Alorsf(x) =f(xp) puisque x; appartient au noyau de f
=f(x,) + O : c’'est ladécomposition de la question 1, unique.
Cequi permet de calculer g(f(x)) = xo = (gof)(x) = p(x) ou p(x) est le projeté orthogona de x
sur (Ker(f)")
Conclusion : gof est le projecteur orthogonal de E sur Ker(f)D.

Deméme: soity O F. Alors O! (x, y') O Ker()™ x (Im(f))~/y =f(x) +y' , avec f(x) O Im(f)
ey [ Im(f)D . Le projeté orthogonal dey sur Im(f) est f(x).

Par définition de g, g(y) = x et f(g(y)) =f(x)

Conclusion : fog est e projecteur orthogona de F sur Im(f).

Etude d’un premier exemple : on note (i, j, k) la base canonique de =3 (e, &) labase canonique de
F. Im(f) =Vect[ f(i), f(j), f(k)] = Vect[ey, &] = F : donc dim(Im(f)) = 2 et (formule du rang)

(X[ x O 010
(X+y=0

dim(Ker(f)) = 1. v@é OKer(f) = Ey+z =0 v%—(xémﬁ—ﬁ . On peut chercher G de deux
B 1

mani éres possibles (au moins):



1° méthode : recherche de I’ expression anal ytique de G rel ativement aux bases données. Soit

y EES (0 F. On cherche (x,y’) O Ker(f) X (Im(f)) ly=f(x)+vVy'.

Puisque dim(Im(f)) = dim( F) =2 et Im(f) O F, en fait Im(f) = F et (Im(f))D ={0} : ¥ =0

fa=c+d (t+d=a
On cherche x @Dtel que: f(x) =y et x O Ker(f) ie Ep: d+e soit:% d+e=b On
ﬁ B:-d+e:O B:-d+e:O
(c+d=a
utiliselaméthodedupivot:(3)9(3)—(1):E d+e=b puis(3) « (3) +2(2
H-2d+e=-a

[ct+d=a
H d+e=b Ainse=1(2b-a),d=b-e= *(a+h) etc=a-d= ~(2a-h)
H 3e=2b-a 3 3 3
D2 —lD
Ayant obtenu I’ expression analytique de g, on en déduit samatricequi est : G = = @ 1ﬁ
1

2° méthode : recherche des vecteurs colonnes de G.

(all

[ D’ abord recherchede g(ey) ; e, = EbD On cherchez = %ﬁ tel quef(z) = EbD et

O fad
00 [(a+b=1 1D2D
2 O Ker(f)” soit : 1%@ ~ th+c=0 D D D
U -b+c=0
H a-b+c &
o0 (a+b=0 (ar]
Demémepoure2:%D.Onréﬁoutlesystéme Ep+c:1 U ;D D
- Bobro=o B @
—lD

I Cequi donne G = —@ 1ﬁ iele méme résultat. ..
1

5 Casd un endomorphisme symétrique.

a

Soit (x,y) OKer(f) x Im(f) ; DzOE/y =1(2)
Oncacule(x |y) = (x |f(2)) = (f(X) [z) car f est symétrique
=(0gJz) =0 car x appartient au noyau def.
Conséquence : Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux, par exemple Ker(f) O Im(f)D :
On utilise a présent laformule du rang : dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Im(f)) = dim( Im(f)D)
Les deux ensembles ont méme dimension et Ker(f) O Im(f)" .
Conclusion : Ker(f) = Im(f)~, ce qui implique Ker(f)” = (Im(f)))" = Im(f).

Soit x un vecteur propredef : f(x) = Ax, A OR.
Si A =0, aorsf(x) = Og et x = f(O) + X, O O (Ker(f))" et x O Ker(f) = (Im(f))” Ona
ainsi obtenu la décomposition de laquestion 1 : g(x) = Og et X est vecteur propre de g.
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i Si A est non nul, alorsx = %f(x) =f %Xﬁﬂ)& avec %x O Im(f) = (Ker(f))D (car x

appartient a Im(f)) et Og O (I m(f))D . On ade nouveau la décomposition de laquestion 1 : on
peut calculer g(x) = %x et X est bien vecteur propre de g.

Conclusion : tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.
Remarque : on améme trouve lavaleur propre associée .

C Puisque f est symétrique, il existe une base de E, orthonormale et formée de vecteurs propres
def (et de g). Lamatrice de g dans cette base est diagonale, donc symétrique réelle.
Conclusion : g est un endomorphisme symétrique.

6 A est une matrice symétrique réelle : f est un endomorphisme symétrique.
Méthode : on cherche une base orthonormale de vecteurs propres de f, et on connait leurs images par
g, donc lamatrice de g dans cette base orthonormale. Il ne restera plus qu’ arevenir alabase de
départ.
a Le polyndme caractéristique de A est
3-X 2 2
P(x) = 2 2-x 0= 2(-2)(2-x) + [(3-X) (2-x)- 2] (4-x) en développant par rapport a
2 0 4-x

la derniére colonne). On développe : P(x) = X( x* — 9x + 18) = X (x-3)(X-6)
b A admet trois valeurs propres distinctes ; chaque sous-espace propre est une droite. On en

cherche une base.
xO [Bx +2y +2z =0 (X =-22
: ., _ 00 _ % _ o _ [X =
[ S X= AX=0X = Bx+2y =0 e [Yy=—X=2z -0 _ , Une base
ﬁ B2x+4z=0 BBX+2y+Zz:O =
20 20

de Ker(A) est le vecteur % E et une base orthonormale en est e vecteur azéﬁ E

i On résout de méme |’ équation : AX = 3X. Une base orthonormale est donnée par le
1 0

vecteur b :é D
e

i On peut faire de méme pour letroisieme, ou calculer adb (puisqu’il existe une base
orthonormale de vecteurs propres).
2 1 -20
v On prend donc P = %E 2 2 —IE P est orthogonale ; ains pl='p
1 -2 =2

c  A=PDP}ouP=diag(0,3,6)etG=PAP ouA=(0, 13, 1/6) (cf question 5b) , ce qui

® 2 0O

donne G=_1 3 —oU
18 H

-2 4
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