[CCP 2004 PC|Maths 1

1) a) On note (ey, €2, e3,€4) la base canonique de R* .

Base de ker M : (ez —e; , e3 —e1) ; base de ker ‘M : (e; +ea—e3 , €4 —€3)
; pas d’inclusion .

b) Base de Im M : (e1+e3, —e1+ea+eq) ; base de Im *M : (e;+eates, eq)
; pas d’inclusion .

2) YAA est carrée d’ordre p ; si le produit est possible , ker(A4) C ker(BA)
donc ker(A) C ker( ‘AA) .

Réciproquement : X € ker( 'AA) & 'AAX =0 = 'X 'AAX =0 =
|AX|? =0= AX =0 = X € ker(A)

doncon a: ker(A) = ker( *AA) . Enremplagant A par'A: ker( *A) = ker(A *A)

b) Appliquons le théoréme du rang : rg( 'AA) = p — dim(ker( 'AA)) =
p — dim(ker(A)) =rg(A) .
Deméme: rg(AtA) =rg(tA). Maisrg(tA) = rg(A) donc: rg( tAA) = rg(AtA) =rg(A)

c) Si le produit est possible , Im(BA) C Im(B) donc Im( *AA) C Im( *4) ;
d’apres b) ils ont méme dimension

donc Im( *AA) C Im( *A) ; de méme : Im(A *A) C Im(A) .

3) Soit ¢; ; le terme de la ligne ¢ , colonne j de ‘BB : Cij = Zq bribr; = <

k=1
7i,; > don
D’apres 2)c) , rg(G) = rg(B) et rg(B) = rg(S) : rang de la famille
(Il, ceey mq) .
b) G est symétrique réelle donc diagonalisable . Soit A une valeur propre de

G et X un vecteur propre associé :

GX =)X = 'X'BBX =\ 'XX = |BX|® = M| X|” ; X n’est pas nul
donc || X||* # 0 , donc

c¢) det(G) est égal au produit de ses valeurs propres , celles-ci sont toutes
positives donc det(G) > 0

det(G) #0 < rg(G) =g < rg(B) =q < r9(S) = ¢ & (21, ..., xq) est libre .
lz1]]> < zp,20 >

5 > 0= (< x1, 0 >)2§
< T9,T1 > HJL‘QH

d) Casoug =2 : det(G) = ‘
2 2
[ [ [[2]]
et on a égalité ssi (z1,z2) est lide .

4) Posons x; =z, —|—Zk¢j agxy . Notons S/ = (x1, ...,x;-, e g) . Set S’
engendrent le méme SEV .

Notons B ’ la matrice des composantes de (z1, ...,x;, ..,xq) dans la base
(e1,..,e;) et G'= '‘B'B’.

On remplace la colonne C'’; de det(G ') par C'’; — Z apC ) :

ki



< -’Ei,x; > —Zk;ﬁjak < xrE > = < 3y, x; > (pour i = j on a en
!

premier vecteur z; )

On remplace la ligne L 7/ du déterminant obtenu par L 7 — Zk# apL ) et
on retrouve det(G) .

Autre méthode :

1°* cas : S est libre . Alors rg(S) = ¢ = r = ¢ donc B est carrée et donc
det(G) = [det(B)]* . Or

det(z1, ..., 2%, ..., vg) = det(T1, oo, Tj,y ooy g) dONC Y (X1, 00y Ty ooy Tg) = V(T3 00, Ty ey Tg)

28me cas ;S est liée . Alors S ’ est aussi donc V@1, ey @) =
V@1, ooy Ty ey q) =0

5) a) y(x1,...,xq) = v(h1 + pr(z1),....zq) = Y(h1,...,z4) en appliquant 4)
car pr,(x1) est une combinaison

linéaire de xs,...,zq . Or by € L+ donc < hi,z; >= 0 pour tout j > 2 . La
premiere ligne (ou colonne) de

~v(h1,...,z4) a tous ses termes nuls sauf le premier qui vaut < hy,hq > . Les
termes des lignes ou colonnes

suivants sont < x;,x; > aveci > 2 et j > 2. En développant ce déterminant
suivant la premiere colonne on

obtient bien : |y(z1,...,24) = e ll® ~(z2, ey Lq)

b) i) hy est orthogonal & pr(x1) , en appliquant le théoreme de Pythagore :
1 |* = 17| + [lpz (1) ])* et

Y(z1) = [lz1||* done R [|* < v(21) . Y(@2, .y 7g) = 0donce: (@, ..., zg) < y(21) (@2, ...

Si S est libre alors les termes sont non nuls donc 1’égalité a lieu si et seulement
si Hh1||2 = (1) ssipr(z1) =0,

ssi 1 € Lt . Mais si S est liée , cette condition n’est plus nécéssaire ...

ii) En supposant S libre , on procede par récurrence : y(zq—1,%4) < y(zq-1) v(zq)
, égalité ssi xq—1 L x4 ; etc .

6) Les vecteurs colonnes de A sont libres puisque A € GL,(R) . Posons
G = 'AA: det(G) = v(c1, ..., n)

d’apres 3) et det(G) = [det(A)]* ; d’apres 5)b) : y(cr, ..., cn) < el .- llenll
dott [det(A)] < JT el

et 1’égalité a lieu ssi ¢y, ..., ¢, sont 2 a 2 orthogonaux .

b) [lex]* = H.il(am)Q < n done det(A) < (y/n)™ . Si'égalité a lieu , alors
les vecteurs colonnes sont 2 & 2

2 n

orthogonaux . De plus , ||ck]|” = :l_L:1
VZ,] N (GJZ'J)Q =1= a; 5 = +1 .

Réciproque : si les vecteurs colonnes sont 2 & 2 orthogonaux alors |det(A)| =
Hk_1 ekl et siVi,j,a;; =+1

alors Vk , |lcx]|> = n donc on a bien |det(A)| = (v/n)" .

(a: ;) = n et (a;;)* < 1 donc



) _ -1 . I Loy
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2)a) En notant c; les vecteurs colonnes de A et B = 'AA jona: b; =

n
Zk:l g ik, =< Cj, Cj > .
cj sont 2 a 2 orthogonaux donc si ¢ # j , b;; = 0. Sidi=j:b; =

Z::1 (ak,i)Q =n donc

b) A= g ( \}3 _1/3 ) vérifie tAA = 215 mais A ¢ H, donc la réciproque

est fausse .

¢) Sion impose : Vi,j ,a; ; = 1 ; alors YAA = nlI,, implique que Ay = ﬁA
est orthogonale donc les vecteurs

colonnes de A sont 2 & 2 orthogonaux , donc A € H,

n

3) Posons A’ = *P(DA . Vi, j, aj ;= Z
ag(i),j - Laligne i de A" est la

ligne o(i) de A . 'P(?)A est obtenue en faisant la permutation o sur les
lignes de A .

b) Posons A” = AP . Vi j aj ; = Zkzl @ik Prj = Zk:l @i, kOk,o(j) =
;,0(j) - La colonne j de A" est la

n
oy Peitng =) Okoan; =

colonne o(j) de A . AP(?) est obtenue en faisant la permutation o sur les
colonnes de A .

c) A" vérifie les mémes propriétés que A (colonnes 2 & 2 orthogonales |
éléments dans {—1,1}) donc A” € H,

Si A € H, alors ﬁA € 0,, donc sa transposée aussi : ﬁ tAecO,= A'A =
nl, et les éléments de *A sont

dans {—1,1} donc d’apres 2)c) : ‘A € H,, . On en déduit que *AP") € H,,
, donc {(*AP©)) = tP@Ac H, .

Le produit AA s’obtient en multipliant la colonne j de A par d; ; pour tout
j . Ord;; = £1 donc les termes de AA

sont dans {—1,1} et pour i # j : < ¢;,¢; >=0= < £¢;,+¢; >= 0 donc
AA € H, .

‘tAeH,= 'AAe€eH,= '(tAA)e H,= AA€H, .

4)a) Les éléments de A et ceux de B valent +1 , donc ceux de A ® B aussi
. Notons ¢; les colonnes de B et V

cellesde A® B . Pouri#j: <V;,V;> =airai; <c,cj > +agpas; <
¢i,c; >=0car < c¢;,c; >=0.

Donc A® B € Hy, .

b) Hy # @ ,soit A€ Hy: ona Ay = A® A€ Hy donc A3 = A® Ay € Hg
etc ... Donc Hon # @

C) A € H, telle que Vi y A1 = 1, ajo = A2 = 1, az2 = Q42 = —1 n’est
pas de la forme A® B .



5)a) H, # @ ,soit A€ H,, . Soit A € D,, tqVi, §;; =a;1 . Alors B=AA
vérifie : bz‘,l = 52'71‘(12‘,1 =1

pour tout ¢ et B € H,, . Notons c¢; les colonnes de B : < ¢1,c3 >= 0 &
Z:_l br2 =0 et by 2 = +£1 donc

la moitié vaut 1 et Pautre —1 , donc n est pair .

b) Soit C' la matrice obtenue en effectuant une permutation des lignes de B
qui amene les termes positifs dans

les m premieres lignes . D’apres 3) C' € H,, . Les p.s. des colonnes 1 et 3 ;
2 et 3 donne :

Zk:l bz =0 ; Zk:l br3 — Zk:m br,3 = 0 donc Zk:l br,3 = 0 donc
m est pair et n = 4k

1) S est symétrique réelle donc diagonalisable et AP € O, t¢ D =
P~1SP = 'PSP soit diagonale .
VX € M1 (R), 'XSX = !X PD'PX = 'YDY =dy; (y1)* +da (y2)° +
o + dn,n (yn)2
avec Y = 'PX et X — Y est bijective puisque P est inversible .
VX 7é 0, tXSX >0 VY 75 0, d171 (y1)2 +d272 (y2)2 +--- +dn,n (yn)Q >

o ofii i)

2)a) tM M est symétrique réelle et comme on 'a vu en I, ses valeurs propres
sont positives . De plus

det(* M M) = [det(M)]* # 0 donc 0 n’est pas valeur propre de ‘MM . Donc
PMM e S .

b) 3P € O, tq D = 'P 'MMP soit diagonale , et d;; > 0 . Soit A la
matrice diagonale tq : Vi , §;; = \/d;;

On a D = A? donc en posant S = PA *P | on trouve : MM = S? | et
SeSttcarVi,d;>0.

c) det(S) = 61,1...0n,n # 0 donc S est inversible . S est symétrique donc
S—1 aussi , et :

HMS~YMS— =S~ M MS~' = S~ §25-! = I,, donc
d) On peut écrire , en notant R = MS~! : M = RS avec R € O,, et
SesStt.

n

3) ¥ et D ont la méme trace car elles sont semblables donc T'r(%) = Z - Y
b) 3P € O, t¢ D = PSP . ¥ = PDP~! = Q¥ = QPDP~! =
Tr(QS) = Tr(QPDP~Y) = Tr(P~'QPD) .
Posons Q; = P~1QP . P et Q sont orthogonales donc Q; aussi et Tr(QX) = Tr(Q1 D)

Tr(Q1D) = Z:L:l qi(}i))\i . Pour tout i , A; > 0 et q(l) < 1 car Q1 étant

ii
n 2
orthogonale : Zj:1 [qj(ll)] =1



en particulier )ql(lz)‘ < 1 donc qf}i) < 1. Onadonc Tr(@,D) < Z#_l Ai
dott | Tr(Q¥) < Tr(D) .

¢) Pour Q = I,, on a égalité donc sup Tr(QX) =Tr(X)
QEO,

4)a) Il y a in(n + 1) termes au-dessus de la diagonale , tous égaux & +1
donc f(A) < 3n(n+1) .

L’ensemble {f(A) , A € H,} est une partie majorée de R donc admet une
borne supérieure .

b) Soit B = AT : b;; = Zn _a;,; donc T'r(B) = f(A)
j=1

c) det(T) = 1 donc T € GL,(R) . D’aprés 2) 3R € O, et S € ST tq
T =RS . Alors f(A) =Tr(ARS) .

Posons A’ = ﬁA . Onavuenll que A € O, et f(A) =Tr(y/nA'RS) =
VnITr(A'RS) .

A'R € O, et S € S} donc d’apres 3) : f(A) < /nTr(S). Vrai VA € H,
an < /nTr(S) ‘

d) VA € Hy, f(A) € {-3,-1,1,3} donc . D’apres 2) Tr(S)
Vdi ++/ds ol dy et dy sont les

. 2
valeurs propres de 'TT = < % 1 ) .ody = % = (%) 3 do

donc

2
8/ — (SEEL) don Tr(S) = V5
On vérifie bien que 3 < v2v/5



