| CCP 2002 - PC - Maths 1|

1) a) M € M,4+1(C) . Notons Py = det(zl,11 — M) le polynéme car-
actéristique de M et u € L(C"*!) de matrice M dans la base canonique .
Py est de degré n+1 > 1 , donc admet au moins une racine sur C' , donc
M admet au moins une valeur propre A .

b) Soit Vi un vecteur propre associé & A . D’aprés le théoréeme de la base
incomplete , il existe Va, ..., Vi, 11 tels que B’ = (Vq, Va, ..., V,,41) soit une base de
Ctl | Soit @ la matrice de passage de la base canonique & la base B et M’ =

)\ m/172 Ce. mll,n+1
0 mhy 0 My,

matp (u). On a: u(Vy) = AV; donec M/ = 7 "
0 m;z+1,2 m;z-ﬁ—l,n-&-l

mhy o My
Notons N = N € M,(C)et L = (mll,Qa o ml1,n+1)
m;z+1,2 m;z-ﬁ—l,n-&-l
LeM,(C):|M=Q MQ= AL
’ 1,n . On,l N

¢) D’aprés 'hypothese faite au début de la question , N est trigonalisable
, donc : 3H € GL,(C) tqS = H ! NH soit triangulaire supérieure . On a :
N=HSH et SeT,(C)

d) On pose R’ = ( 011 2(1’_"1
R—l — R/ '

e) Soit M" = R"'!M'R . Posons P=QR: M" = P"'MP = (

> : RRR=1I,41 ,donc: R € GLy4+1(C) et

A LH
Op1 S
; S est triangulaire supérieure donc M aussi . En conclusion : M est trigonalisable

2) Sin =1: toute matrice M € M;(C) est triangulaire , donc trigonalisable

D’apreés 1) , si toute matrice M € M, (C) est trigonalisable , alors toute
matrice M € M,,11(C) est trigonalisable . On peut conclure & 1’aide du principe
de récurrence que :

toute matrice carrée complexe est trigonalisable

3) a) Pg(z) = det(xls — G) = (z — 1)® ; 1 est valeur propre d’ordre 3 et
G # Is = dim [ker(G — I5)] # 3 donc G n’est pas diagonalisable .

b) rg(G—1I5) = 2 donc dim [ker(G — I3)] =1, engendre ker(G—

I3) et tout autre vecteur propre est de la forme cu donc de premiére composante
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a#l.

det(u, ez, e3) = 1 donc B’ = (u, g, e3) est une base de C3 .
1 00 1 1 0
) Q = 0 1 0 et Q7IGQ = O -1 1 L = (1,0) et
-1 0 1 -4 3
-1 1 1
N = ( 4 3 > 1 est valeur propre double de NV et 9 est vecteur propre

1 0

associé . SoitH:<2 1> S=H'NH = ( i) : = (1,0) ;
0
1
1

S
|

4) 2 matrices semblables ont le méme polynome caractéristique ; les valeurs
propres d’une matrice triangulaire sont les termes de la diagonale . Donc si A €
M,,(C) est semblablea T € T,,(C) , alors les termes diagonaux de T sont les valeurs propres de A

0 0 11
P=QR=| 0 1 0 |;PlgPp=[0 1
2 1 00

5) a) Par hypothese : j <i=s;;=1t;=0. Soit U = 5T = (u; ;) : us; =
Y oh_q Siktr; - Sit > jalorspour k <i:s;p=0etpourk>i,k>j=
tg,; = 0 donc u; ; =0 .

Donc ST € T,(C) . Enfin si ¢ = j seul £k = ¢ donne un terme non nul :
Uiyi = Siyitii

b) On prend S =T : T? € T,,(C) , de t. diagonaux (ti,i)Q . Par récurrence :
si TP € T,,(C) , de t. diagonaux (¢;;)* , on prend S = TP d’ou TP*! € T,,(C) ,
de t. diagonaux (¢;;)"*" .

6) Soit A € M,(C) . D’apres 2) , 3T € T,,(C) , 3P € GL,(C) tq T =
P71AP . D’apres 4) , les termes diagonaux t1 1, ..., t,, , de T sont les valeurs pro-
pres A, ..., A, de A. D’aprés 5) , les termes diagonaux de T'* sont ()q)k s ()\n)k
; d’apres 4) et TF = P71AFP | ce sont les valeurs propres de A* . Donc

p(AF) :max{‘()\i)k‘ , 1< gn} = (max {|A;|, 1<% Sn})k

Conclusion : | p(AF) = [P(A)]k

7) VA € M,(C), ¥(A) existe et Y(A) >0; Y»(A) =0 A =0, ;VAEc
M, (C),VA € C, (M) = [A(A) ; YA, B € My(C) , (A + B) < ¥(A) +
¥(B) : ¢ est une norme sur M, (C)
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Soit U € M, (C) tq Vi,j,u;; =1: ¢U) =1, U?=nU donc (U?) =n
et si n > 2 Pinégalité : (U x U) < (U) x ¢(U) n’est pas vérifiée , donc
1 n’est pas une norme matricielle

8) La norme N et une norme matricielle ¢ sont équivalentes car M,,(C) est
un EV de dim finie . Par définition : Ja, 8 > 0 tq VA € M,(C) , ap(4) <
N(4) < Bp(A)

Alors VA, B € Mo(C) , N(AB) < Bp(AB) < Bp(A)p(B) < ZN(A)N(B)

9) Soit Vk , By = P"'AyPet B= P 'AP .Vk, By— B =P (A, - AP

Soit N une norme matricielle : 0 < N(By — B) < N(P~Y)N(Ay — A)N(P)
dott: N(A;, —A) - 0¢gd k — 400 = N(Br, —B) - 0qd k — 400

Réciproque : si (Bg) CV vers B , alors (PBkP_l) CV vers PBP~! d’ott
(Ar) CV vers A

N AR,
0 Ak

Z(kj) — a;j qd k — 400 . Donc lasuite (T%) CV ssi les

10 a) Vk € N* | TF = ( > . Ay, de terme général az(-fcj) CV vers

Asiet seulement si Vi, j , a

suites complexes (A¥) et (kA*~11) CV ;ssi| [|A| < 1 (la limite est alors 02)] ou [A=1et p=0 (Vk, T" =

k
b) 3P € GLy(C) tq P'AP = D = ( Ao 0 >_A10rSDk: ( (A1) 0 )

0 X 0 ()
[Ai] <1 pour i =1 et 2 (limite 02)
. D’apres 9) (A%) CVssi (D¥) CV . Les cas de CV sont : Ai=1let |N\j| <1pouri#j
AM=X=1

¢) Si A n’est pas diagonalisable , nécéssairement ses valeurs propres sont
égales . D’apres 2) elle est trigonalisable : 3P € GLy(C) tq P71AP =T =

3 /)f > et u # 0 (sinon A serait diagonalisable) . Donc d’apreés a) , la suite

(T*) CV ssi |A| < Let dapres 9) , (A¥) CV ssi (T%) CV . Ici p(4) = |A| . Donc
(Ak) CV ssi p(A) < 1 et la limite est 0y

d) D’apres b) , si A est diagonalisable: (A*) CV vers 02 ssi (|A\1] < Let [A\] <
1), ssi p(A) < 1. En conclusion de b) et ¢) : | (A*) CV vers 0 ssi p(4) < 1
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1) a) Posons Y = AX : Vi,y; = 3.7, a;jzj . Vj, [7;] < Noo(X) = |yi] <
(Z}ll |ai7j|) Noo(X) < MaNo(X) donc Noo(AX) < MaNo(X)
b) C" est un EV de dim finie donc toute norme N sur C" est équivalente a
la norme N : Ja, 8> 0tq VX € C", aNy(X) < N(X) < SN (X)
N(AX) < BN (AX) < BMAN(X) < BM4LN(X) < CAN(X) en posant
Ca=LMy
N(AX ) N(AX) n
c) VX #0, ﬁ < C4 . L’ensemble {W’ XecC —{O}} est une
partie non vide et majorée de R donc admet une borne supérieure .
d) Cette borne sup est le plus petit majorant et C'4 est un majorant donc

N(A) < Cj4 . Dans le cas de la norme N, , on peut prendre C4 = M4 donc :
Noo(A) < My |.

1 0
e) Xo = -1 = GXy = 3 .Ona: (XO) =1,Ny (GXO) =

1 10
10 don N=l&X0) — 10 = N_(G) > 10 . De plus Mg = 10 donc Nuo(G) < 10 .

Noo(Xo)

Conclusion : | Noo(G) = Mg =10

Vi, |yl =1 = Noo(Y) =1. Soit Z = AY . Vi, || = ‘z;;l @iy
> i lai | < Ma

Si azw = 0 alors a;,,;y; = 0 = |ai,,;| , sinon a;y ;y; = |ai, ;| car Vu €
= [u| . Donc zi, = 37, |aig | = Ma . Nao(Z) = Ma = 5280 =

IN

C*

IUI —

My = ]\7OO (A) > M, |. En utilisant 1)d) on peut conclure : ]\700(14) =My

3)a) N(A) =0 VX £0, N(AX) =0 VX £0, AX =0= VX, AX =

0 A=0, A N
N X N(AX AT AT

b) VX #0, }VLX)) = |l<(X ) < |A| N(A) donc N(A) < AN (4)

) SiA#£0:N(A) = N(Ex4) < |1 NOAA) = [AN(A) < N(AA) dor
IA| N(A) = N(AA)

Si A =0 on a égalité car les 2 membres sont nuls .

d)¥X # 0, N[(A+B)X] = N(AX+BX) < N(AX)+N(BX) = M2

J\J[\;ég) + ng(fi?? < N(A)+ ]\7( ) donc ]\7(A+B) SN(A)—i— ]\7(3)

¢) VX # 0, {55 < N(4) = N(AX) < N(AN(X) et si X = 0 les 2
membres sont nuls .

f) On déduit de a),c),d) que N est une norme sur M,(C) . De plus :
VA,B € M,(C), VX € C" , N(ABX) < N(A)N(BX) < N(A)N(B)N(X)
d’oti : N(AB) < N(A)N(B)

Conclusion : | N est une norme matricielle sur M, (C) | (ce qui en prouve
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Pexistence)

4)a) Soit A € Sp(A) et X un vecteur propre associé : X # 0et AX = \X =

J\]féég) = |A| donc |A| < N(A) . En particulier pour A telle que |A| = p(A) .

Donc | p(A) < ]\7(14)
b)SiA=1, :p(A)~: let VX, AX = X donc ]\7(14) =1: on a égalité .
¢) Si A # 0, alors N(A) # 0 d’apres 3)a) . Si de plus A est nilpotente , sa
seule valeur propre est 0 donc p(A) =0 et : p(A) < N(A)

5) Si (A*) converge vers 0, alors N(A¥Y — 0 qd k — +oo . [p(A)]F =

p(A¥) < N(A*) donc [p(A)]* — 0 qd k — 400 . D'on: m (Réciproque

admise)
1

6) a) De I'inégalité vue en 5) on déduit pour k € N* : p(A) < []V(Ak)} ¥
b) A € Sp(A) & aX € Sp(aA) donc p(aA) = |a| p(A)

¢) On prend a = m (a > 0) et on applique a) : p(A.) = ap(4) =

A
pég)_)ﬁg <lcare>0

D’aprés le résultat admis de 5) , (A.)* CV vers 0 donc Jk. tq Vk > k.,
N ((A)F) < 1. (A)k = aPAF = N ((A2)%) = a*N(A*) Donc o#N(AF) <
L= N(A%) < (p(A4) + )" .
< p(A)+e : cest la définition de :  lim []\7(14’“)} F = p(A)

k—+oo

Q) Yk > ke, p(4) < [N(AY)]

0 1

DA=1{y9 o

2) a) Soit U = AA’ 5 V = BB’ . V’L,j y Wij = ZZ:I ai7ka§€7j y Vi =
D hq bkl - Par hyp @ Vi,j , 0 < a;; < bijet 0<aj; <V, donc
Vi,j, Ogui;jSUiJ:OSAAISBBI

b) On prend A’ = A et B’ = B et on procede par récurrence .

c) Rappelons que Noo(A) = My . Or Vi ,ijl |ai. ;] = dioi iy <
> j—1 bi,j d’olt en passant au sup : My < Mp donc Nuo(A) < Noo(B)

d) D’aprés b) et c¢) : Vk,0 < AF < BF = ]\~foo(Ak) < ]\700(3’“) =

[]\700 (Ak)} F < []\700 (Bk)} ¥ dott en passant & la limite : p(A4) < p(B)

vérifie A >0, A # 0 mais pas A > 0

mO2pplca.tex - page 5



e) Par hyp : Vi,j, 0 <a;j <bj.Si A#0,,soit c=sup, {72} . Ona

2,7
un nombre fini de termes tous strictement inférieurs & 1 et non tous nuls donc

c<lete>0.SiA=0, tout ¢ €]0,1] convient . Vi, a;; < cb;,; donc A < cB

D’apreés d) et 11 6)b) : p(A) < ¢p(B) . Enfin B admet au moins une valeur
propre non nulle car Tr(B) = Y b;; > 0 et Tr(B) est la somme des valeurs
propres de B . Donc p(B) > 0 et ¢ < 1 donc ¢p(B) < p(B) et en conclusion :

p(A) < p(B)

3)Soit VeCrtqVi, v,=1. AV =aV donc|a € Sp(A4) | (et a > 0) . On
en déduit que : o < p(A) . Pour cette matrice on a : M4 = « et d’aprés IT 2) :

NOO(A) =My =« ;dapres IT 4)a) p(A) < Nao (A) donc : Nao (A)=p(A) =«

4) Si a = 0 Vinégalité a < p(A) est évidente . Sia >0, 0onaVi, Y5 b ;=
%Z?ﬂ a;; = a B vérifie les hypotheses de 3) donc p(B) = a . De plus
Vi,j, 0<b;; <a;; donc0<B<Aetdapres 2)d) : p(B) < p(4) . Donc

(A) et @ =mini<i<n Y5 @i

1

5) Soit U = 141)z ZVi,j y Ujj = TjQi 5 - Soit V = Dz_lU : V’L,j y Vig = — Ui 5 =
T

V' sont semblables donc p(4) = p(V) . Notons ¥ = AX : 370 vy =

1 n . — Yi 3 N . i Yi Y N,
Ezjzl zjai; = % donc d’apres 4) : min; o< p(V) < max; u d’ou :

min; (Azi)i < p(A) < max;

i

(AX);

6) Si X est vecteur propre strictement positif de A : AX = AX et on
peut appliquer 5) : Vi , (Azi)i = X donc A < p(A) < X donc |A=p(A)];

i

les ensembles {mini (Azx)i , X > O} et {maxi % , X > O} admettent p(A)

i

pour respectivement maximum et minimum .

mO2pplca.tex - page 6

<
On adéjavuque p(A) < Ma et Ma = maxi<i<n Y5y |aij| = maxi<i<n Y j_; @i j
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