| CCP 2000 - Option PC - Maths 1|

1) a) On note C1,...,C, les colonnes de A , C1,...,C;,,C} 1, ..., C3,, celles

de M , avec : C,’C = ( OCk > pour 1 <k <n . Si A est non inversible , ses
n,l

colonnes sont lides : (A1, .., A\p) # (0,...,0) tg MC1 + -+ -+ A, Ch, = 0,1 . Alors
MO+ -4+ X, C), = 0241 , donc la famille (C1, ..., C}) est lie , donc la famille
(Ct,....C,, C} 4y, ..., Cyy,) aussi , donc M est non inversible .
I, B
MXP:M@X_<%NC>
¢) On calcule les déterminants de X et P en développant suivant les n

premiéres colonnes de X et les p derniéres colonnes de P : det(X) = det(C) et
det(P) = det(A)

2) Soit k = dim(F) . On prend une base de F' , qu’on compléte en une
base de R™ . F étant stable par u la matrice de u dans cette base est de la
forme M , ou A est la matrice de v dans la base choisie de F' . On a alors

: xu(x) = det vl — A —B = det(zl — A)det(zl,—r — C) et
Opn—tty xlp—p —C

Xo(z) = det(aI — A) . Conclusion :

3) Fyu(x) est non vide et stable par CL , et : y € F,(z) = 3P e R[X] tqy =
P(u)(x) . Alors u(y) = Q(u)(x) avec Q(X) = XP(X) . Donc u(y) € Fu(x) .
Conclusion :

‘ F,(x) est un SEV de R™ stable par u ‘

4) a) La famille (z, u(z), ..., u"(z)) comporte n + 1 vecteurs dans un EV de
dimension n , donc est liée , donc I’ensemble {k € N / (z,u(z), ..., u(z)) liée}
n’est pas vide . Il est inclus dans N donc admet un plus petit élément ¢q , et
g<mn. (x#0g donc (z) est libre : ¢ > 1)

b) (z,u(z), ...,ud(z)) est liée , donc J(ag, ..., ag) # (0,..,0) tg S7_ aru*(z) =
0g . Or si on pose S(X) = S F_jarX* , ona Y1_,apuf = S(u) et donc
S(u)(x) = 0g . Sia, était nul il resterait Zz;é arpuk(x) = 0p avec (ag, ..., ag—1) #
(0, ..,0), ce qui est faux car la famille (x, u(x), ..., u4~*(x)) est libre par définition
de ¢ . Donc .

Par suite : u?(z) € Vect(x,u(x),...,u? () et ul(z) = Nox+Au(z)+- -+
Ag—1u? 1 (z) , Aot ud (x) = Au(z) + A u?(2)++ -+ Ag—2u? () +Ag—1[ Aoz +
Au(z) 4+ -+ Ag—qu?~Y(z)] done uit(z) € Vect(z,u(x),...,u?"(x)) et par
récurrence u?t*(x) € Vect(z,u(x), ...,u?"}(x)) pour tout entier k . Finalement
: VP € R[X] , y = P(u)(z) € Vect(z,u(x),...,ut" (x)) donc la famille est
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génératrice . Elle est libre , donc ‘ (z,u(z),...,u?"1(z)) est une base de F,(z) ‘ .

¢) On peut écrire : u?(x) = —apr —aqu(z) —- - - —ag_1u?!(x) . La matrice
0 0 --- 0 -
1 0 L o—o
de ug dans la base (z, u(x), ...,u?" (x)) est : M = 1
. 0 —Qg—2
(0) 1 —Qg—1

. On calcule son polynéme caractéristique en développant suivant la derniere
colonne , ce qui donne :

Xuo(X) = D (=1 (maim )17 T (= X) T  (X g ) (X)T = (1)) X (car ag = 1)
1 k=0

Q

%

En particulier : yu,(u)(z) = (=1)9 Y 1_, apu®(z) = (_ai)q i aruf(z) = 0p
. On a vu que xy, divise x, , done x,(X) = K(X) Xu(X) et xu(u) = K(u)o
Xuo (W) , par suite : x,(u)(z) =0g

Ceci est vrai pour tout z € R™ , donc | x,(u) = 0

D) (AX [Y) = {(AX)Y = *XTAY = (X | PAY) ; Tr(X'Y) = zyy0 +- -+
TnYn = (X | Y)
Le calcul donne (X *Y)Z = (Y | Z2)X

2) L’application (A, B) — Tr(*AB) est bilinéaire ; Tr(t*AB) = Tr[*(*AB)]
= Tr('BA) donc elle est symétrique . Tr(*AA) = >0, 37" jaf; > 0,

Tr(*tAA) =0« A =0, . ¢ est un produit scalaire sur M, (R)

Ir Ir Or,n—r
3) a) ( O > (L Oppey )= ( Onrr On >

b) Si A est de rang r , alors il existe 2 matrices inversibles U et V carrées
d’ordre n , telles que : A =UJ,V , ou J, est la matrice de 3) a) . On pose :

B=U ( OIT >:BeMn7T(R)etC:( I, Oppr )V:CEM,,(R)
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1 U1,1

¢)Sir=1:B=U

et C = (1, 0, ceey O)V = (’U171, V1,2 -+ Ul,n)

0 Un,1
, donc en posant X = BetY = ‘C ,ona: A= XY ,avec X,Y non nulles.
Réciproque claire .

d)Parexemple(?))(% o):(é 8):(%)(1 0):ilnya

pas unicité .

SiA=X'Y = 2T, alors: AT = |T*Z = (X*Y)T = (Y | T)X = Z =
AX avec A = % (car |T||> #£0) , A # 0 car Z # 0 . On remarque que :
HXYY)=YZ'T)dou: Y!X =T!'Z et donc de méme : T = uY avec 1 # 0 .
Alors: Z'T = XY = XY & \u=1

Conclusion : | XY =Z'T & IN£0tqZ= X et T = 1Y

4) a) La premiere colonne de Z T est t1Z , etc ... Notons T; = (tgj), cees %J))

Soit : M = Z Z )\wZitTj =0, . La premiére colonne de M est Z Z )\i7jt§j)Zi

1<i<r1<5<s 1<i<r1<5<s

est de la forme a; 121 + - - - 4+ 1 »Z, et est nulle , et les colonnes Z; sont libres

cdone s ary =Yg Mgty =0, ey a1 = gy e Angti’ =0
De méme (2éme Colonne) s 21 = Zlﬁjgs )‘thgj) =0,..., azr = Zlﬁjﬁs )‘njtgj) =

0 etc ... jusqu’a la n®™° colonne de M .

i1 0
Q21 0
On en arrive a : =i MT = .| doncVj, Ay =0, ..., Y1 ATy =
Qn,1 0
0 donc Vj, A, ; = 0. La famille est libre , donc de rang rs .
[Autre méthode : on compléte la famille (Z1, ..., Z,) en une base (Z1, ..., Z)

de R" ; de méme (T1,...,T,,) . Soit P (resp Q) la matrice de passage de la
base canonique & la base (Z1, ..., Z,) (resp (T1,...,Ty) . On a: Z; = PC; , ou
C; est la colonne nulle sauf un 1 en position i , et T; = QC; donc Z;'T; =
PC; 'C;'Q = PE; ;'Q , et les matrices F; ; constituent la base canonique de
M, (R) , donc sont libres , d’ou le résultat ]
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b) Ici r = s = n, donc la famille (X;'Y;) est une base de M, (R)

¢) On extrait une famille libre (71, ..., Z,) dans (V4,...,V)) , et (T1,...,Ts)
dans (Wy,..,W,,) . Les autres matrices Vi, (resp W,) s’expriment comme com-
binaisons linéaires des Z; (resp ;) , donc Vi ‘W, est CL des Z; T} et le rang
est rs.

5) Pour X,Y, Z, T matrices colonnes , on a : (X !Y)(Z'T) =Y !XZ'T =
(X | Z)Y'T (dapresI11) b)) et donc: Tr [H(X 'Y) (Z!T)) = (X | Z)Tr(Y 'T) =
(X |2)(v | T)
Tr["(X;'Y;) (X, 'Y)] = (Xi | Xk)(Yj | Yim) = 6ik6jm . Par orthonor-
malité des familles (X;) et (Y;) , si (i,5) # (k,m) ,on a0, sinon 1 .
> ) YVQ =

La famille X; 'Y} est donc orthonormale .
0 . . .
1 | donne la famille orthonormale F; ; , mais n’est pas elle-méme orthonor-

Ol

2
Laréciproque est fausse . Ex: X; = ( > , Xo = ( 0 > , Y1 = (
2

0 2
male (cependant si la famillle X; 'Y, est orthonormale , alors les familles (X;)
et (Y;) sont orthogonales) .

6) a) Si A est de rang 1 , alors 3(X,Y) matrices colonnes non nulles telles
que A = X'V donc A2 = X'Y.X'Y = (Y | X)A et Tr(A) = (X | Y) d’apres
II1) b) . Conclusion :

b) i) < 4i) est immédiat . rg(A) =1 donc A #0,, , donc :

iii) & A2 =0, & Tr(A)A =0, < Tr(A) =0 . Conclusion : i) < ii)

Si Tr(A) = 0, alors A% = 0,, , donc la seule valeur propre de A est 0 et
A #0, , donc A n’est pas diagonalisable .

Si Tr(A) # 0, alors le polynoéme : S(X) = X? — Tr(A)X est scindé de
racines simples , et S(A) = 0p , donc A est diagonalisable . Conclusion :
i) < iv)

7) Considérons 2 bases (X;) et (Y;) de R™ telles que V(4,5) , (X; |Y;) #0
. Posons M; ; = X;'Y; . La famille obtenue est libre , donc c’est une base de
M, (R) , dont tous les éléments sont des matrices de rang 1 diagonalisables .

Partie 111

-2 1 2 0
-2 1 0 2 .

1) b) Hy = 1 0 1 1 , Sp(Hp) = {0,1,2} , 1 étant valeur
0o -1 -2 4

propre double
a) ¢) Sp(Ao) = {1,2}; Sp(Bo) = {0,1} ; Ao et By ont 2 valeurs propres
distinctes donc sont diagonalisables . Pour H , les SEP associés a 0 et 2 sont de
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dimension 1 , et Hy— I et de rang 2 , donc le SEP associé a 1 est de dimension
2 , donc Hj est diagonalisable .

2) Si b est valeur propre de B , alors elle est aussi valeur propre de ‘B .
Donc: a € Sp(A) = IV #£0tq AV =aV ; be Sp(B) = IW #0tq'BW =
bW = '"WB =0b'W . Alors :

hap(VIW)=AVIW-VIWB=aV'W-bV'W = (a—b)V W et VIW
0, , donc a — b est valeur propre de EAB , d’ou1 'inclusion .

3) Si A est diagonalisable , il existe une base (V;) de R™ formée de vecteurs
propres de A

Si B est diagonalisable, alors ! B aussi , il existe une base (W;) de R" formée
de vecteurs propres de ‘B . Alors la famille (Vi'W;) est une base de M, (R)
d’apres II , formée de vecteurs propres de h4 g qui est donc diagonalisable .

4) xa(X) = (X —a1)...(X —a,) dott xa(B) = (B —ail,)...(B— a,1,) et
det(xa(B)) = det(B — a11,)...det(B — a,I,) . Par suite : det(xa(B)) =0 <
Ik tq det(B — axl,) = 0 & Ik tq ax, € Sp(B) & Sp(B) N Sp(A) # 0

5) a) Par hypotheése : AM —MB =AM = AM = M(B+\I,,) . De méme :

A’M = AAM = AM(B + M\,,) = M(B + M,)(B + \I,,) = M(B + \I,,)?
etc ... Donc pour tout k € N : AKM = M(B+ \,,)* et par linéarité , c’est vrai
pour tout polynome P .

b) En particulier si on prend P = x4 , on a: ya(A) =0, d’apres la partie
I, donc Mxa(B+ Al,) = 0, , ce qui implique que xa(B + AI,,) n’est pas
inversible (sinon M serait nulle ce qui est faux) .

c) D’apres 4) , on en déduit que A et (B 4+ AI,,) ont une valeur propre com-
mune , soit a : det(B+AI, —al,) = 0donc b = a—A\ est valeur propre de B et A =

a—b. On ales 2 inclusions donc| Sp(ha p) = {(a —b) ; a € Spc(A) , b € Spc(B)}

6) 0 € Sp(ha.B) < Spc(A) N Spc(B) # 0

7) a) Soit u; ; 'endomorphisme de R™ dont M, ; est la matrice dans la base
canonique . La matrice de u; ; dans la base (Vi,...,V},) est E; ; , ce qui définit
entierement v donc M; ; . De plus Zi,j AijMi; =0, & Zi,j Ai Ui = 0=
> NigEi; =0, & Vi,j, A\ij =0. Donc la famille (M; ;) est une base de
M,(R

b) On a : AVk = )\ka et MiJ‘Vk = 5j,k‘/; d’ou hA(MiJ)Vk = AMi,ij —
Mi7jAVk = 5j,k14‘/; — )\kMi,ij = 5j,k)\i‘/; — )\kMi,ij = ()\i — )\k)Mi,ij . Ceci
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est vrai pour tous les vecteurs de la base (V3) , donc : ha(M; ;) = (A — )M, ;
. Donc M; ; est vecteur propre de h4 , ce qui prouve que hy est diagonalisable

¢) La matrice de hy dans la base des (M; ;) est diagonale , avec sur la
diagonale A\; — A; . kerr(hy) est engendré par les matrices M; ; pour lesquelles
Ai = A, Clest a dire pour (i,7) € J Ceci se produit lorsque : A, = A\j = 11
, ce qui donne m; choix pour 4 et autant pour j , donc m} matrices M, ; .
Méme raisonnement pour us etc , donc on a y ., m? matrices concernées , qui
engendrent ker(ha) .

d) De mqy +mg + -+ m, = n et my > 1 donc mi > my, on déduit :
dimker(ha) > n . On a égalité ssi Vk , m? = my, c’est a dire Vk, my = 1, ce
qui signifie que p = n et que les valeurs propres de A sont toutes distinctes .

e) A est supposée semblable & la matrice diagonale D dont les éléments
diagonaux dj, sont tous distincts . Alors: Mgl + M A+ -+ X,1A" 1 =0, &
MLy +MD+ -+ X D" 1 =0, ©Vk, N+ Mdp+-+Ayr1d} =0, .
Le polynome P(X) = Ao+ M X + -+ A1 X" 1 est de degré au plus n — 1 et
admet n racines distinctes , donc est nul , donc tous les A; sont nuls . Conclusion
: la famille (I,,, 4, ..., A"~ 1) est libre .

Cette famille est incluse dans R[A] , et comme xa(4) = 0, , A" est
combinaison linéaire de I,,, A4, ..., A"~ | de méme que A"T! | etc ... . Donc
(I, A, ..., A1) est une base de R[A] . On peut noter que Vk , ha(A*) =0,
, donc R[A] C ker(ha) et les dimensions étant toutes deux n , on a 1’égalité :

‘ker(hA) = R[A4] ‘ .

8) h étant diagonalisable, ses valeurs propres sont réelles . Si A n’admettait
que des valeurs propres complexes , 2 & 2 conjuguées , alors pour a € Spc(A)
, a — @ serait valeur propre de h ce qui est faux puisque a —a ¢ R . Donc A
admet au moins une valeur propres réelle \ .

Pour tout vecteur Y € R" , il existe une matrice U € M, (R) telle que
UX =Y . (P;) est une base de M,(R) , donc 3o ; tqU =}, ;v ;P ;. D'ou
1Y =UX =3, ;0;;P;X . Donc la famille (P; ;X) est génératrice de R” .
On peut en extraire une base .

Pour chaque vecteur de cette base , on a AX = AX et AP; ;X — P ;AX =
XijPii X, dou AP, ;X = (A + X\ ;)Pi; X , donc les vecteurs P; ;X sont
vecteurs propres de A , qui possede donc uen base de vecteurs propres . Donc

A est diagonalisable ‘ . On a ainsi prouvé 1’équivalence entre la diagonalisabilité
de A et celle de hy .
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