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Représentation du problème.

Question 1.

let comparer p1 p2 =

let (a1,b1) = p1 and (a2,b2) = p2 in (a1 = a2) & (b1 = b2)

;;

Question 2.

let rec taille_aux nb_prov reste = match reste with

| [] -> nb_prov

| a :: suite -> taille_aux (succ nb_prov) suite

;;

let taille = taille_aux 0;;

Question 3.det(−→QP,
−→
QR) = ‖

−→
QP‖2 × ‖

−→
QR‖2 × sin(−→QP,

−→
QR) d'o�u tous les r�esultats demand�es.

Question 4.

let croise p q r =

let (a0,b0) = q and (a1,b1) = p and (a2,b2) = r in

(a1 - a0) * (b2 - b0) - (a2 - a0) * (b1 - b0)

;;

Question 5.

let rec separation_aux g d sup_prov inf_prov app_prov reste =

match reste with

| [] -> (sup_prov, inf_prov, app_prov)

| a :: suite -> match ((comparer a g) || (comparer a d)) with

| true -> separation_aux g d sup_prov inf_prov app_prov suite

| _ -> let signe = croise d g a in match 0 with

| _ when (signe > 0) ->

separation_aux g d (a::sup_prov) inf_prov app_prov suite

| _ when (signe = 0) ->

separation_aux g d sup_prov inf_prov (a::app_prov) suite

| _ ->

separation_aux g d sup_prov (a::inf_prov) app_prov suite

;;

let separation p q =

let (a1,b1) = p and (a2,b2) = q in match 0 with

| _ when (a2 = a1) -> failwith "Droite verticale !"

| _ when (a2 > a1) -> separation_aux p q [] [] []

| _ -> separation_aux q p [] [] []

;;
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Question 6.La fon
tion separation_aux est r�e
ursive terminale sur l'ensemble :

point × point × suite × suite × suite × suiteave
 la graduation d(g, d, e1, e2, e3, e4) = taille(e4), la fon
tion de des
ente asso
iant �a 
haque�el�ement un �el�ement de degr�e diminu�e d'une unit�e.Le nombre d'appel r�e
ursif g�en�er�e par separation e est don
 �egal �a la taille de la liste e.En outre avant 
haque appel une seule op�eration �a temps 
onstant est e�e
tu�ee (un 
hangementde pointeur de t^ete de liste). La 
omplexit�e temporelle est don
 lin�eaire. �Remarque : 
omme la r�e
ursion est terminale, la 
omplexit�e spatiale est born�ee.

Décomposition en sous-problèmes disjoints.

Question 7.

let rec extreme_aux min_prov max_prov reste = match reste with

| [] -> (min_prov,max_prov)

| p::suite -> let (a0,b0) = min_prov and (a1,b1) = max_prov and (a,b) = p

in match (a < a0) with

| true -> extreme_aux p max_prov suite

| _ -> if (a < a1)

then extreme_aux min_prov max_prov suite

else extreme_aux min_prov p suite

;;

let extreme e = match e with

| [] -> failwith "suite vide !"

| p::suite -> extreme_aux p p suite

;;

Question 8.Supposons par exemple que G ne soit pas un sommet de l'enveloppe 
onvexe. Alors G estun bary
entre \positif" des sommets Ai de l'enveloppe 
onvexe 
e qui entra^�ne que xG estle \m^eme" bary
entre des abs
isses xi des sommets Ai. Or xG < xi pour tout i (la suitede points est s�eparable) don
 xG est stri
tement inf�erieur �a tout bary
entre \positif" des xi.Contradi
tion.Si P est un ensemble de points s�eparables non vide alors le point le plus �a gau
he et le pointle plus �a droite sont des sommets de l'enveloppe 
onvexe. �

Structure d’arbres enveloppants.

Question 9.La profondeur de a est 0 si a = ∅ et sinon est �egale �a 1 + M o�u M est le maximum de laprofondeur de G (a) et de D(a). �

Question 10.

• La profondeur de l'arbre est 
lairement maximale et alors �egale �a n lorsque 
haque n�ud (saufle dernier) ne poss�ede qu'un �ls non vide.
• Elle est minimale lorsque sur 
haque niveau on peut ranger le maximum de points don
 lorsque
haque n�ud admet 2 �ls non vides sauf les feuilles bien s^ur et sauf �eventuellement les n�udde l'avant-dernier niveau qui peuvent n'avoir qu'un �ls.
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Soit p la profondeur d'un tel arbre et n son nombre de n�uds.Num�erotons les 
ou
hes en partant du haut de 0 �a p − 1. Sur la 
ou
he k il y a 2k n�uds si

k < p − 1 et sur la derni�ere il y en a au moins 1 et au plus 2p−1.Don
 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2p−2 < n 6 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2p−1 soit 2p−1 < n + 1 6 2p.Don
 p − 1 < log2(n + 1) 6 p don
 p ∼ log2(n).En fait on a exa
tement p = − Int ( − log2(n + 1)). �

Question 11.

let rec profondeur a = match a with

| Vide -> 0

| Noeud (fg,p,fd) -> 1 + max (profondeur fg) (profondeur fd)

;;

Question 12.Pour 
onstruire l'arbre enveloppant d'une suite de point on remarque que l'�etiquette de lara
ine de l'arbre est le point p0 le plus bas, que le �ls gau
he est l'arbre enveloppant de tousles points �a gau
he de p0 et que le �ls droit est l'arbre enveloppant de tous les points �a droitede po.Cette remarque permet de 
onstruire l'arbre enveloppant d'une suite de points par r�e
ursivit�eet prouve d'ailleurs son uni
it�e.Pour la suite de points propos�ee, on obtient l'arbre suivant :
(1,0)

(0,3) (6,1)

(5,2) (7,4)

(8,5)

(9,7)
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Question 13.En 
onsid�erant que le vide est un arbre enveloppant, en notant x (resp. y) la fon
tion quiappliqu�ee �a un point renvoie son abs
isse (resp. son ordonn�ee) :

AEI(a) ⇐⇒ a = ∅ ou 

























AEI(G (a))

AEI(D(a))

y(E (a)) < y(E (G (a))) si G (a) 6= ∅

y(E (a)) < y(E (D(a))) si D(a) 6= ∅

∀n ∈ N (G (a)) x(E (n)) < x(E (a))

∀n ∈ N (D(a)) x(E (n)) > x(E (a))

Application au calcul d’une enveloppe convexe.

Question 14.Remarque : Soit un polygone (P1, P2, . . ., Pr) ave
 x1 < xi+1 (en notant Pi = (xi, yi)) et telque Pi soit en dessous de la droite (P1Pr) pour i de 2 �a r − 1. Dans la suite un tel polygonesera quali��e d' "inf�erieur".Alors un point M(x, y) est sur ou �a l'int�erieur de 
e polygone si et seulement si :

S ⇐⇒







M est en dessous de la droite (P1Pr)

∃i ∈ [1, r − 1℄ tq xi 6 x 6 xi+1

M est sur ou au-dessus de la droite (PiPi+1)Soit a l'arbre enveloppant inf�erieur 
onstruit �a partir de P et soit A = (a, b) le point de Pd'ordonn�ee minimum (qui est l'�etiquette de la ra
ine de a).Le 
ontour dire
t est un polygone \inf�erieur" : (P1, P2, . . ., Pr) ; en e�et par 
onstru
tion

xi < xi+1 don
 P1 = G, Pr = D et par hypoth�ese tous les points de P sauf G et D don
 afortiori tous les points du 
ontour dire
t sauf P1 et Pr sont en dessous de la droite (P1Pr).Supposons qu'il existe un point P = (α, β) de P �a l'ext�erieur de 
e polygone.D�ej�a par hypoth�ese P est sur ou au-dessous de la droite (GD) = (P1Pr) don
 v�eri�e la premi�ere
ondition de S .Par ailleurs il v�eri�e �evidemment la se
onde puisque P1 et Pr sont les points les plus �a gau
heet �a droite de P. De mani�ere plus pr�e
ise il existe i tel que xi < α < xi+1 (s�eparabilit�e).Alors la troisi�eme 
ondition n'est pas v�eri��ee don
 P est en dessous de la droite (PiPi+1).Or puisque A est un point du 
ontour dire
t, xi+1 6 a ou a 6 xi Pla�
ons nous par exempledans le premier 
as.Cela signi�e que Pi et Pi+1 
orrespondent �a des noeuds de la bran
he la plus �a gau
he del'arbre a don
 Pi est le �ls gau
he de Pi+1 et la pente de la droite (PiPi+1) est n�egative.Comme xi < α < xi+1 le fait que P soit au-dessous de (PiPi+1) implique β < yi 
ar la pentede (PiP) est inf�erieure �a 
elle de (PiPi+1) don
 n�egative.Ainsi P est un point �a gau
he de Pi+1 dont l'ordonn�ee est stri
tement inf�erieure �a 
elle de Pi.Contradi
tion ave
 le fait que Pi soit le �ls gau
he de Pi+1.Si tous les points d'un ensemble de points se trouvent dessous la droite joignant le point leplus �a gau
he et le point le plus �a droite alors le 
ontour dire
t de l'arbre enveloppant inf�erieur
onstruit �a partir de 
et ensemble d�e�nit un polygone tels que tous les points de l'ensemblesoient �a l'int�erieur ou sur 
e polygone. �
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Question 15.On 
ommen
e par �e
rire des fon
tions qui renvoie la liste des �etiquettes des noeuds de labran
he la plus �a gau
he et de la bran
he la plus �a droite par
ourues dans le sens haut-bas.Ces fon
tions ne par
ourent respe
tivement que la bran
he la plus �a gau
he et la plus �a droite:
let rec developper_gauche a = match a with

| Vide -> []

| Noeud(fg, p, fd) -> p :: (developper_gauche fg)

;;

let rec developper_droite a = match a with

| Vide -> []

| Noeud(fg, p, fd) -> p :: (developper_droite fd)

;;

let developper a = (rev (developper_gauche a)) @ tl(developper_droite a);;

Question 16.L'enveloppe 
onvexe de C 
ontient P d'apr�es la question 14 : P ⊂ EC(C ).Don
 par isotonie de l'appli
ation \enveloppe 
onvexe" : EC(P) ⊂ EC

(

EC(C )) = EC(C )Par ailleurs on a puisque C ⊂ P l'in
lusion EC(C ) ⊂ EC(P).Ainsi EC(C ) = EC(P) 
e qui prouve que les sommets de l'enveloppe 
onvexe de P appar-tiennent �a C . �

Question 17.Supposons [pn, pn+1, pn+2℄ > 0. D'apr�es la question 3, 
ela signi�e que pn+1 est sur ou au-dessus de la droite (pnpn+2).Or le polygone C ′ obtenu �a partir de C en retirant le point pn+1 reste \inf�erieur" 
ar abs
issesrestent bien 
roissantes et les points les plus �a gau
he et �a droite n'ont pas 
hang�e.Il d�e
oule alors de la remarque liminaire de la question 14 que le point pn+1 est int�erieur ousur le polygone C ′.Don
 l'enveloppe 
onvexe de C ′ 
ontient C . La r�e
iproque est �evidente puisque C ′ ⊂ C .Ainsi EC(P) = EC(C ) = EC(C ′) 
e qui prouve que pn+1 n'est pas un sommet de EC(P). �

Question 18.La sous-suite maximale Cmax en question est la sous-suite de C obtenue en retirant tous lespoints du type du point pn+1 de la question pr�e
�edente.D'apr�es la question pr�e
�edente on a don
 EC(Cmax) = EC(C ) = EC(P).Pour prouver qu'il s'agit bien de la suite des sommets de l'enveloppe 
onvexe, il reste �a prouverque si l'on enl�eve un point de 
ette suite not�ee (p1, p2, . . ., pr) alors l'enveloppe 
onvexe 
hange.On a p1 = g et pr = d don
 si l'on retire p1 par exemple, p1 ne sera plus dans l'enveloppe
onvexe.Soit pn+1 ave
 1 < n+1 < r. Alors [pn, pn+1, pn+2℄ < 0 
e qui signi�e que pn+1 est en-dessousde la droite (pnpn+2) don
 que pn+1 est ext�erieur au polygone obtenu en retirant pn+1 d'apr�esla remarque liminaire de la question 14 (en e�et 
e polygone reste bien \inf�erieur").La suite Cmax est bien �egale �a la suite des sommets de EC(P). �
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Question 19.

let rec filtrer s = match s with

| [] -> s

| [a] -> s

| [a; b] -> s

| a::b::c::suite -> let signe = (croise a b c) in match signe with

| _ when (signe >=0) -> filtrer (a::c::suite)

| _ -> a::(filtrer (b::c::suite))

;;

Opérations sur un arbre enveloppant inférieur.

Question 20.

let rec contenir p a = match a with

| Vide -> false

| Noeud(fg,m,fd) -> let (x,y) = p and (a,b) = m in match 0 with

| _ when x = a -> y = b

| _ when x > a -> contenir p fd

| _ -> contenir p fg

;;

Question 21.L'algorithme 
i-dessus par
ourt au plus une bran
he.Dans le meilleur des 
as p est l'�etiquette de la ra
ine de l'arbre et alors au
un appel r�e
ursif.Le pire des 
as est 
elui o�u l'algorithme par
ourt la bran
he la plus longue toute enti�ere sanssu

�es. Le nombre d'appel r�e
ursif est alors �egal �a la profondeur de l'arbre.Cette 
omplexit�e peut atteindre n ave
 un arbre dont par exemple tous les n�uds n'ont qu'un�ls droit i.e. pour un ensemble de points (p1, p2, . . ., pn) tel que xi < xi+1 et yi < yi+1 pourla re
her
he d'un point p = (x, y) tel que xn < x. �

Question 22.Le programme suivant renvoie l'arbre enveloppant extrait de a dont les points ont une abs
isseinf�erieure ou �egale �a x et 
elui dont les points ont une abs
isse stri
tement sup�erieure.

let rec scinder x a = match a with

| Vide -> (Vide,Vide)

| Noeud(fg,p,fd) -> let (a,b) = p in match x < a with

| true -> let (a1,a2) = scinder x fg in (a1, Noeud(a2,p,fd))

| _ -> let (a1,a2) = scinder x fd in (Noeud(fg,p,a1), a2)

;;

Question 23.

let rec ajouter p a = let (x,y) = p in match a with

| Vide -> Noeud(Vide,p,Vide)

| Noeud(fg,m,fd) -> let (r,s) = m in match y < s with

| true -> let (a1,a2) = scinder x a in Noeud(a1,p,a2)

| _ -> if x < r then Noeud(ajouter p fg,m,fd)

else Noeud(fg,m,ajouter p fd)

;;
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Question 24.

• Le meilleur 
as est 
elui o�u l'arbre enveloppant ne 
omporte qu'une bran
he et que le point�a ins�erer se pla
e en haut de l'arbre. Par exemple lorsque les points pi 
orrespondants auxn�uds de l'arbre sont tels que xi < xi+1 et yi < yi+1 et que le point p �a ins�erer v�eri�e x < x1et y < y1.Il n'y a alors au
un appel r�e
ursif pour la fon
tion ajouter et un seul pour la fon
tion scinderqui est appel�ee une fois par ajouter.
• Le pire 
as est 
elui o�u l'arbre a la m^eme forme mais o�u le point �a ins�erer vient en bas del'arbre. Dans notre exemple 
ela 
orrespond au 
as o�u x > xn et y > yn.Dans 
e 
as il y a n appels r�e
ursifs �a la fon
tion ajouter.FIN
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